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Esipuhe
Tamé geometrian kurssi pohjautuu Antti Viholaisen laatimaan kurssimate-
riaaliin.

Toisaalta jokaisella luennoitsijalla on omat vahvuutensa ja mieltymyksen-

sé, joita tulisi hyddyntéa ja tuoda esille. Téméan vuoksi syksylla 2018 kurssilla
késitelldan hieman enemmén

e Fukleideen alkeita
e klassisia tuloksia

e kompleksianalyysia
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1 Tasogeometrian peruskisitteita

Tassé luvussa lahdemme liikkeelle geometrian perusteista ottamalla kiayttoon
muutamia alkeiskdsitteitd ja niiden vélisid suhteita maérittavia aksioomia.

1.1 Alkeiskasitteita

Matematiikassa pyritdédn siihen, ettd kaikki kasitteet muodostavat kisitehie-
rarkian, jossa alkeiskéisitteet oletetaan tunnetuiksi ja muut kisitteet méari-
telladan niiden avulla. Esimerkiksi ympyra maaritellddn seuraavasti:

Ympyra on niiden tason pisteiden joukko, jotka oval yhtd etdadlld anne-
tusta kiinnitetystd pisteestd.

Téassd madritelméissi kiytetdan siis kiisitteitd taso, piste, joukko ja yhté
etdalla. Nama késitteet tulee siten esittidd kisitehierarkiassa ennen ympyrian
késitetta.

Geometrian peruskisitteet ovat alkeiskdsitteitd, joita ei maaritelld. Naita
ovat: piste, vitva, suora, taso.

Eukleides tosin yritti méaritelld muun muassa pisteen ja suoran késitteet
seuraavasti:

"Piste on se, jolla ei ole osia.”

"Viiva on leveydeton pituus.”

Nama "maaritelmét"ovat kuitenkin nykymatematiikan mukaan arvelut-
tavia.

Geometriset kisitteet voivat siis olla joko alkeiskdsitteitd tai maériteltyja
kasitteitd. Kasitteiden edustajia (yksittiaistapauksia) voidaan kutsua ylaka-
sitteella geomelrinen objekti. Esimerkiksi yksittdiset pisteet, suorat, tasot,
kolmiot ja ympyrat ovat kaikki geometrisia objekteja.

1.2 Alkeiskisitteisiin liittyvia aksioomia

Aksioomat ovat viittdmid, jotka oletetaan tosiksi. Yleensd ne kertovat al-
keiskasitteiden vélisistd suhteista. Koska alkeiskisitteilld ei ole méaritelmia,
aksioomia on mahdoton todistaa.

Kaikki aksioomat yhdessd muodostavat aksioomajdrjestelmdn. Aksiooma-
jarjestelmén mahdollisia ominaisuuksia ovat seuraavat:

Ristiriidattomuus: Aksioomat eivit ole kesken&dn ristiriidassa eikd niista
voida johtaa kesken&én ristiriidassa olevia vaittdmia. Ruppumattomuus: Mi-

! Filosofia on sitd, ettd pureskellaan, mutta ei koskaan nielaista. — Kauko Huusko



kidn aksiooma ei seuraa muista aksioomista. Tdydellisyys: Kaikki mahdol-

liset aksioomajirjestelmad koskevat viittdmét voidaan osoittaa joko tosiksi
tai epatosiksi.

Yleensa aksioomajérjestelmét ovat ristiriidattomia ja riippumattomia.
Sen sijaan tdydellisyysvaatimus on vaikeampi: Esimerkiksi Godelin epétay-
dellisyyslauseen mukaan ei ole mahdollista konstruoida reaalilukuja sisilté-
vaa aksioomajirjestelmad, joka olisi taydellinen.

Meilla on siis alkeiskésitteet piste, viiva, suora ja taso. Lihdemme késit-
telemédan geometristen objektien vilisid suhteita.

Aksiooma 1: Jokaista kahta pistettd A ja B kohti on olemassa tasan
yksi suora [ niin, ettd A € [ ja B € [. Talloin sanotaan, etta [ on pisteiden A

ja B kautta kulkeva suora. Merkitdén [ = AB.

Aksiooma 2: Jokaisella suoralla on ainakin kaksi pistettd. Lisdksi
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Eukleideen maaritelmat

Piste on se, jolla ei ole osia.

Viiva on se, jolla on pituutta, mutta ei leveytta.

. Viivan paat ovat pisteita.

. Viiva on suora, jos kaikki sen pisteet ovat sen piiden valissa.

Pinta on se, jolla on pituutta ja leveyttd, mutta ei syvyytta.
Pinnan reunoja ovat viivat.

Pinta on tasomainen, jos kaikki sen pisteitd yhdistévit suorat sisdltyvit
pintaan.

. Tasokulma on kahden toisiaan leikkaavan eri viivan valinen alue.

. Kun kulman rajaavat viivat ovat suoria, niin kulma on suoraviivainen.

Kun kaksi suoraa leikkaavat toisiaan niin, ettd kaikki syntyvét kulmat
ovat yhta suuret, niin kyseessidolevat kulmat ovat suoria kulmia. Lisédksi
suorat kohtaavat kohtisuorasti ja ovat toistensa normaaleja.

Suoraa kulmaa suurempaa kulmaa sanotaan tylpéksi.
Suoraa kulmaa pienempéd kulmaa sanotaan terdvaksi.
Reuna on sellainen, joka on jonkun darimmé&inen.
Kuvio on alue, jota rajoittaa reuna.

Ympyra on yhdestad viivasta koostuva tasokuvio, jolla on ominaisuus:
tietysti pisteestd (ympyréan keskipiste) viivalle piirretyt suorat viivat
(ympyrén séteet) ovat yhtd pitkia.

Edellisessé lauseessa mainittu tietty piste on ympyran keskipiste.

Ympyran halkaisija on sellainen suora viiva, joka kulkee ympyran kes-
kipisteen kautta ja jonka péit ovat ympyréin kehélla.

Puoliympyréd on ympyran kehdn ja halkaisijan rajaama kuvio.

Monikulmio on kuvio, jonka reuna koostuu suorista viivoista. Esimer-
kiksi kolmion reuna koostuu kolmesta janasta, nelikulmion reuna nel-
jasta janasta ja viisikulmion viidestd janasta.
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Kolmioita koskevia nimityksié:

Jos kolmiossa kaikki kolme sivua ovat yhta pitkat, kolmio on tasasivui-
nen.

Jos kolmiossa vahintddn kaksi sivua ovat yhtad pitkid, kolmio on tasa-
kylkinen.

Lisdd kolmioita koskevia nimityksia:

Jos kolmiolla on suora kulma, niin kolmio on suorakulmainen.

Jos kolmiolla on tylppa kulma, niin kolmio on tylppidkulmainen.

Jos kolmiolla on vain terdvid kulmia, niin kolmio on terdvikulmainen.

Kolmioita koskevia nimityksia:

Jos nelikulmion sivut ovat yhtd pitkit ja kulmat ovat yhta suuret, ne-
likulmio on nelié.

Jos nelikulmion kulmat ovat yhtd suuret, nelikulmio on suorakulmio.
Jos nelikulmion sivut ovat yhta pitkat, nelikulmio on neljikas.

Jos nelikulmion vastakkaiset sivut ovat yhté suuria ja vastakkaiset kul-
mat yhtd suuria, nelikulmio on suunnikas.

Yhdensuuntaiset suorat ovat suoria viivoja, joilla on ominaisuus: vaikka
suoria jatkettaisiin kuinka pitkiksi tahansa kumpaankin suuntaan, niin
ne eivit kohtaa kummallakaan suunnalla.

Postulaatteja
Kolme ensimmaéistd postulaattia ovat ol

1

2.

Kahden eri pisteen kautta kulkee vihintdan yksi suora.

Janaa voi jatkaa kumpaankin suuntaan yli padtepisteidensa.

. Annettua kahta pistettd A ja B kohti on olemassa ympyré, jonka kes-

kipiste on A ja joka kulkee pisteen B kautta.
Kaikki suorat kulmat ovat yhta suuria.

Olkoon niin, ettéd suora [ leikkaa suoria m ja n. Oletetaan, etti toisella
puolella suoraa [ sisemmit kohtaamiskulmat ovat yhteensi vihemmén
kuin kaksi suoraa kulmaa. T&ll6in, jos talld puolella suoraa [ suoria m
ja n jatketaan, niin ne lopulta kohtaavat.

Yleisia huomioita

1.

Kolmannen kanssa yhté suuret ovat keskendin yhtasuuret. Eli jos tar-
kastellaan objekteja z,y,2 ja ¢ = 2z ja y = 2z, niin z = v.



2. Jos yhta suuriin lisdtdin yhtd suuret, saadaan yhta suuret. Eli josz =y
jaa=0b,niinz+a=y+0>.

3. Jos yhtéd suurista vihennetddn yhtd suuret, saadaan yhtd suuret. Eli
josx=vyjaa=>, niinx —a=y—>.

4. Objektit, jotka saadaan siirrettyd péillekdin, ovat yhtd suuret keske-
naan.

5. Kokonaisuus on suurempi kuin osa.?

Propositio 1.3.1 Annetulle janalle voidaan konstruoida tasasivuinen kol-
mio.

Konstruktio. Olkoon annettuna jana AB. Piirrd ympyréat C(A, AB) ja C(B, BA)
ja olkoon C niiden leikkauspiste. T&lloin AABC' on tasasivuinen.

Nimittain, saman ympyran sidteind AB = AC. Toisaalta saman ympyrin
siteind, AB = BC'. Néin ollen AC' = AB = BC eli kolmion AABC' kaikki
sivut ovat yhté pitkét.

X

Propositio 1.3.2 Annettu jana voidaan siirtdd alkamaan annetusta pistees-
td.

Konstruktio. Olkoon annettu piste A ja annettu jana BC. Piirréd jana AC.

Piirra tasas_iv)uinen kolmio AACD. Jatka janat DA ja DC janan AC yli
puolisuoriksi DA ja ﬁ

Piirrd ympyra C(C, CB) ja olkoon E = C(C, CB)HW. Piirrd C(D, DE)
ja olkoon F'=C(D,DFE)N lﬁ Talloin AF on etsitty jana.

Nimittdin, saman ympyran siteind C'B = C'E. Tasasivuisen kolmion si-

vuina DC' = DA. Saman ympyrén siteind DE = DF'.
Néin ollen AFF = DF — DA=DE - DC =CFE = CB.

X

2T4ssé puhutaan siis #irellisistd geometrisista objekteista.
Nykymatematiikassa méiritelldin:
1) Kaksi joukkoa ovat yhtdmahtavia, jos niiden vélilld on olemassa bijektio.
2) Joukko on #ireton, jos se on yhtdmahtava aidon osajoukkonsa kanssa.
Esim. tarkastellaan joukkoja N ja B = {2,4,6,...}. Nyt BC N ja f: N — B, f(x) =
2z on bijektio. Nain ollen N on yhtdmahtava aidon osajoukkonsa B kanssa. Niin ollen
luonnollisten lukujen joukko N on d&reton.



Propositio 1.3.3 Pidemmdstd janasta voidaan erottaa lyhyemmdn janan
pituinen osa.

Konstruktio. Olkoon annettu janat AB ja C'D, niin ettd jalkimmé&inen on
lyhyempi.

Olkoon AE = CD. Piirrd ympyra C(A, AE) ja olkoon F' = C(A, AE) N
AB.

Nyt saman ympyréin siteinda AF = AFE. Siis AF = AE = CD. Siis
CD = AFE C AB.

Propositio 1.3.4 (SKS) Jos kahdessa kolmiossa kaksi sivua ja niiden vi-
linen kulma ovat yhtd suuret, niin myds kolmas sivu ja muut kulmat ovat
pareittain yhtisuuret.

Todistus. Olkoot annetut kolmiot AABC ja ADFEF siten, ettd AB = DFE,
BC = FEF ja ZABC = /DEF.

Siirrd kolmio ADFEF niin, ettd piste £ osuu pisteen B péille. Kierrd
edelleen kolmiota ADFEF niin, ettd DFE menee puolisuoran AB paille.

Nyt, koska AB = DE, niin pisteet B ja E ovat paillekéin.

Koska ZABC = ZDFEF, niin jana EF' on puolisuoralla BC.

Koska BC' = E'F, niin piste E on pisteen C' péalla.

Koska kolmiot ovat tdsmilleen pééllekiin, niin patee myos AC' = DF,
/BCA=/FEFD ja ZCAB = /FDE.

([l

Propositio 1.3.5 Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhtd suuret.

Todistus. Olkoon kolmiossa AABC' yhté pitkét sivut AB = AC' ja kantana
BC'. Tulee osoittaa LZABC = LACB.

Jatka sivut AB ja AC puolisuoriksi 1@ ja 1@ Valitse puolisuoralta 1@
jokin piste D siten, ettd ABD. Valitse puolisuoralta AC' piste E siten, ettd
AD = AF.

Nyt {BA,ZBAE,AE} = {CA,ZCAD,AD}, joten (SKS) ABAE =
ACAD. Erityisesti ZDBC = ZECB.

Nyt {DB,ZDBC,BC} = {EC,ZECB,CB}, joten (SKS) ADCB =
AECB. Erityisesti ZEBC = ZDCB.

Nyt ABAE = ACAD perusteella /EBA = /DCA. Koska ZEBC =
/ZDC B, niin myés
/CBA=/FEBA—-/EBC =/DCA—- /DCB = /BCA. a



Propositio 1.3.6 Jos kolmion kantakulmat ovat yhtd suuret, niin kolmio on
tasakylkinen.

Todistus. Olkoon kolmiossa AABC kannan BC' viereisille kulmille ZABC =
ZACB. Tulee osoittaa, ettd AB = AC.

Antiteesi. Olkoon AB > AC ja olkoon D € AB siten, ettdi DB = AC.
Piirrd jana DC.

Nyt koska {DB, ZDBC, BC} = {AC, ZACB,CB}, niin ADCB = ANACB.
Erityisesti ZBCD = ZCBD.

Mutta nyt LZACB = ZABC = /DCB < LACB, silla kulma Z/DCB
on kulman ZACB osa. Tamé on ristiriita. Siis antiteesi on viéré ja viite on
totta. O



