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Raja-arvon laskusaannd

Huomautus

Tavanomaiset yhden muuttujan funktion raja-arvojen laskusddnnot patevat myds
useamman muuttujan funktiolle.
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Raja-arvon laskusdaannot

Huomautus

Tavanomaiset yhden muuttujan funktion raja-arvojen laskusddnnot patevat myds
useamman muuttujan funktiolle.

Tarkastellaan esimerkkind kahden muuttujan funktioita.

Lause
Olkoon A,B CR? jaf: A — R seki g : B — R funktioita
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useamman muuttujan funktiolle.

Tarkastellaan esimerkkind kahden muuttujan funktioita.

Lause

Olkoon A,B C R? ja f : A — R seki g : B — R funktioita siten, etti f ja g ovat
médritelty erddssa pisteen (xo, yo) € AN B ymparistéssa. Olkoon

lim f(x,y)=a
(x,y)—(x0,¥0) ( y)

lim Xx,y) = b,
(va)ﬁ(xm)g( y)

missd a,b € R. Olkoon lisiksi ¢ € R vakio. Talléin
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Raja-arvon laskusdaannot

Lause

(a) lim c=c
(x.y)—(x0,%0)
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Raja-arvon laskusdaannot

Lause

(a) lim c=c
(x,y)—(x0,¥0)

b lim X = X

() )Ty = %0
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Raja-arvon laskusdaannot

Lause

(a) lim c=c
(x.y)—(x0,%0)

b lim X = X
L e

(c) lim  (f(x,y)+g(x,y))=a+b

(x:y) = (>0,50)
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Lause

(a) lim c=c
(x,y)—(x0,¥0)

b lim X = X

() (x,¥)—(x0,¥0) °

(© lim  (f(xy)+glxy)=a+b
(x,y)—(x0,¥0)

@ lim  (f(x,y)—glxy)=a—b
(x,y)—(x0,¥0)
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Raja-arvon laskusdaannot

Lause

e lim cf(x,y) = ca
()(X,y)—>(><o,yo) ( y)
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Raja-arvon laskusdaannot

Lause

e lim cf(x,y) = ca
()(X,y)—>(><o,yo) ( y)

() lim  (f(x,y)g(x,y)) = ab

(x,¥)—(x0,¥0)
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Raja-arvon laskusdaannot

Lause

e lim cf(x,y) = ca
()(X,y)—>(><o,yo) ( y)

() lim  (F(x,y)g(x.y)) = ab
(x,y)=(x0,50)

: flx,y) _a .
lim =—,josb#0
(&) ()= (x030) (X, y) b / 7
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Lause
e lim cf(x,y) = ca
( ) (x,¥)—(x0,¥0) ( y)

() lim  (F(x,y)g(x.y)) = ab
(x,y)=(x0,50)

: flx,y) _a .
lim = —,josb#0
(&) (xy)=0ox0) &(x,y) b josb#

(h) lim  F(f(x,y)) = F(a), jos F on jatkuva.
(x,¥)—(x0,¥0)
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Raja-arvon laskusdaannot

Esimerkki

Esimerkiksi
lim x%y) = a°b
(X,y)—>(a,b)( )
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Raja-arvon laskusdaannot

Esimerkki
Esimerkiksi
lim x2y) = a%b
(X,y)—>(a,b)( )
ja
lim sin(x = 2sin(7/6) = 1.
o ysin(x/y) = 2sin(/6)
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus

Todistetaan malliksi vaite

lim  (f(x,y) +&(x,y)) =a+b.
(x.y)—(x0.%0)
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus

Todistetaan malliksi vaite

lim  (f(x,y) +&(x,y)) =a+b.
(x.y)—(x0.%0)

Todistuksia ei tarvitse osata tdssd vaiheessa, niistd puhutaan enemman analyysin
kursseilla.
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Idea. Saadaanko luku f(x,y) + g(x, y) lahelle lukua a + b7

It3-Suomen yliopisto Usean muuttujan funktiot verkkomateriaali 6/8



Raja-arvon laskusdaannot

Todistus

Todistetaan malliksi vaite

lim  (f(x,y) +&(x,y)) =a+b.
(x.y)—(x0.%0)

Todistuksia ei tarvitse osata tdssd vaiheessa, niistd puhutaan enemman analyysin
kursseilla.

Idea. Saadaanko luku f(x,y) + g(x, y) ldhelle lukua a + b?

Kun |(x,y) — (%0, Yo)| on tarpeeksi pieni, niin f(x,y) = a+ v, missd |v| < 0.1.

It3-Suomen yliopisto Usean muuttujan funktiot verkkomateriaali 6/8



Raja-arvon laskusdaannot

Todistus

Todistetaan malliksi vaite

lim  (f(x,y) +&(x,y)) =a+b.
(x.y)—(x0.%0)

Todistuksia ei tarvitse osata tdssd vaiheessa, niistd puhutaan enemman analyysin
kursseilla.

Idea. Saadaanko luku f(x,y) + g(x, y) ldhelle lukua a + b?
Kun |(x,y) — (%0, Yo)| on tarpeeksi pieni, niin f(x,y) = a+ v, missd |v| < 0.1.
Kun |(x,y) — (x0, Yo)| on tarpeeksi pieni, niin g(x,y) = b+ v, miss3 |v| < 0.1.

It3-Suomen yliopisto Usean muuttujan funktiot verkkomateriaali

6/8



Raja-arvon laskusdaannot

Todistus
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Kun |(x,y) — (x0, Yo)| on tarpeeksi pieni, niin g(x,y) = b+ v, miss3 |v| < 0.1.

Siis kun |(x, y) — (xo0, ¥o)| on tarpeeksi pieni, niin f(x,y) + g(x,y) =a+ b+ 2v,
missa |2v| < 0.2.
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus

Todistetaan malliksi vaite

lim  (f(x,y) +&(x,y)) =a+b.
(x.y)—(x0.%0)
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missa |2v| < 0.2.

Siis todistus toimii.
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Raja-arvon laskus

Todistus

Kirjoitetaan todistus e-0-merkinngilla.
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus

Kirjoitetaan todistus e-0-merkinngilla.

Olkoon ¢ > 0 (esimerkiksi £ = 0.2).
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus

Kirjoitetaan todistus e-0-merkinngilla.
Olkoon ¢ > 0 (esimerkiksi £ = 0.2).

Oletuksen nojalla I16ydetdan d; > O siten, ettd

€
0<|(X’y)_(X0?y0)|<51 < |f(X7}/)_a|< 2
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus

Kirjoitetaan todistus e-0-merkinngilla.
Olkoon ¢ > 0 (esimerkiksi £ = 0.2).

Oletuksen nojalla I16ydetdan d; > O siten, ettd
0<|(x,¥) — (x0,)0)| <01 & |f(x,y)—al<
Oletuksen nojalla |6ydetdaan d, > 0 siten, ettd

0<|(X)y)_(X0’y0)|<52 < |g(X7y)—b|<
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus
Siis, kun 0 < |(x, y) — (x0, ¥0)| < 6 = min(d1, d2), niin

4
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus
Siis, kun 0 < |(x, y) — (x0, ¥0)| < 6 = min(d1, d2), niin

If(x,y) +&(x,y) — (a+ b)|

4
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus
Siis, kun 0 < |(x, y) — (x0, ¥0)| < 6 = min(d1, d2), niin

If(x.y) +&(x,y) — (a+ b)| < |[f(x,y) — a| + |g(x,y) — b]

4
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Raja-arvon laskusdaannot

Todistus
Siis, kun 0 < |(x, y) — (x0, ¥0)| < 6 = min(d1, d2), niin
€

225.

[F(x,y) + 8(x,y) = (a+ D) < |f(x,) = al +|g(x.y) = bl < 5 +

4
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Todistus
Siis, kun 0 < |(x, y) — (x0, ¥0)| < 6 = min(d1, d2), niin

9

225.

[F(x,y) + 8(x,y) = (a+ D) < |f(x,) = al +|g(x.y) = bl < 5 +

Tassa € > 0 oli mielivaltainen. Siis

4
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Todistus
Siis, kun 0 < |(x, y) — (x0, ¥0)| < 6 = min(d1, d2), niin

[F(x,y) + 8(x,y) = (a+ D) < |f(x,) = al +|g(x.y) = bl < 5 +

Tassa € > 0 oli mielivaltainen. Siis

[f(x,¥) + &(x,y) — (a+ b)|

saadaan niin pieneksi kuin halutaan, kunhan vain

9

2:5.

4
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9
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4
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9
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O
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