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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Tarkastellaan seuraavaksi kahden muuttujan funktion jatkuvuutta. Tille
opintojaksolle riittava maaritelma jatkuvuudelle on esitetty seuraavassa
maaritelm3ssa.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Tarkastellaan seuraavaksi kahden muuttujan funktion jatkuvuutta. Talle
opintojaksolle riittava maaritelma jatkuvuudelle on esitetty seuraavassa
maaritelm3ssa.

Maaritelma

Olkoon f erd3ssa pisteen (xo, yo) ympdaristéssda maaritelty funktio. Funktio f on
jatkuva pisteessa (xo, yo), jos

lim f(X)y) = f(XO)yO)'
(x,y)—(x0,%0)
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Tarkastellaan seuraavaksi kahden muuttujan funktion jatkuvuutta. Talle
opintojaksolle riittava maaritelma jatkuvuudelle on esitetty seuraavassa
maaritelm3ssa.

Maaritelma

Olkoon f erd3ssa pisteen (xo, yo) ympdaristéssda maaritelty funktio. Funktio f on
jatkuva pisteessa (xo, yo), jos

lim f(X7y) = f(XO)yO)'
(x,y)—(x0,%0)

Siis raja-arvon taytyy
(a) olla olemassa ja
(b) olla yhtasuuri

kuin funktion arvo tarkastelupisteessa.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki (Reaalifunktio)
(a) Funktiolla

in
F(x) = sin, x#0,
0, x=0,

V.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki (Reaalifunktio)
(a) Funktiolla

1
F(x) = sin, x#0,
0, x=0,

ei ole raja-arvoa origossa, joten funktio ei ole jatkuva origossa.

V.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki (Reaalifunktio)
(a) Funktiolla

in
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0, x=0,

ei ole raja-arvoa origossa, joten funktio ei ole jatkuva origossa.
(b) Funktiolle

in i
F(x) = xsin., x#0,
0, x=0,

V.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus
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F(x) = sin-, x#0,
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ei ole raja-arvoa origossa, joten funktio ei ole jatkuva origossa.
(b) Funktiolle

in i
F(x) = xsin., x#0,
0, x=0,

patee limy_o f(x) = 0 = £(0), joten f on jatkuva origossa.

(c) Funktiolla
sin(x)
f(X) — X ) X 7é 07
2, x=0,

V.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus
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(b) Funktiolle

in i
F(x) = xsin., x#0,
0, x=0,

patee limy_o f(x) = 0 = £(0), joten f on jatkuva origossa.
(c) Funktiolla
sin(x)
f(X) — X ? X 7é 07
2, x=0,

on raja-arvo 1 origossa, mutta tama on erisuuri kuin funktion arvo origossa. Siis
funktio ei ole jatkuva origossa.

V.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki
(a) Funktiolla £, jolle £(0,0) =7 ja

2xy

f(x,y) = o = 2cos(f)sin(8), (x,y) # (0,0),
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki

(a) Funktiolla £, jolle £(0,0) =7 ja

2xy

f(x,y) = o = 2cos(f)sin(8), (x,y) # (0,0),

missd x = rcosf ja y = rsinf ei ole raja-arvoa origossa. Siis funktio f ei ole
jatkuva origossa.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki

(a) Funktiolla £, jolle £(0,0) =7 ja

Fxy) = % —2cos(0) sin(6), (x,) # (0,0),

missd x = rcosf ja y = rsinf ei ole raja-arvoa origossa. Siis funktio f ei ole
jatkuva origossa.

(b) Funktiolla f, jolle £(0,0) =2 ja

X3y3
o) =aym (o) #00),
w
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki
(a) Funktiolla £, jolle £(0,0) =7 ja

2xy

fx,y) = X2+ = 2cos(f)sin(0), (x,y) #(0,0),
missd x = rcosf ja y = rsinf ei ole raja-arvoa origossa. Siis funktio f ei ole

jatkuva origossa.
(b) Funktiolla f, jolle £(0,0) =2 ja

3,3

f(x,y) = (x,y) # (0,0),

X
X2+y2’

on raja-arvo 0 origossa, mutta f(0,0) = 2 # 0. Siis funktio f ei ole jatkuva
origossa.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Funktion f(z,y) = If%'y—z kuvaaja
1
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Funktion f(z,y) = ;21_;, (z,y) # (0,0), kuvaaja

(0,0, £(0,0))
°
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki

Tutkitaan, ovatko funktiot
2xy 2
fny)=ap eboy)=2x—y
jatkuvia origossa.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki
Tutkitaan, ovatko funktiot

2xy

f(X7.y): X2+y27

glx,y) =2x—y?

jatkuvia origossa.

Funktio f ei ole maaritelty pisteessa (0, 0), joten se ei ole jatkuva kyseisessa
pisteessa.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki
Tutkitaan, ovatko funktiot

2xy

f(X,y)=—X2+y2,

glx,y) =2x—y?

jatkuvia origossa.

Funktio f ei ole maaritelty pisteessa (0, 0), joten se ei ole jatkuva kyseisessa
pisteessa.

Sen sijaan funktio g on mairitelty kaikilla pisteilld (x, y) € R? eli myds origossa.

Liséksi g(0,0) = 0. Funktio g on jatkuva origossa, jos

lim x,y) = g(0,0).
(X’y)ﬂ(o’o)g( y) = g(0,0)
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Esimerkki

Tutkitaan, ovatko funktiot

2xy

=Y — Ox — 2
o g(x,y)=2x—y

f(Xv.y) =

jatkuvia origossa.

Funktio f ei ole maaritelty pisteessa (0, 0), joten se ei ole jatkuva kyseisessa
pisteessa.

Sen sijaan funktio g on mairitelty kaikilla pisteilld (x, y) € R? eli myds origossa.
Liséksi g(0,0) = 0. Funktio g on jatkuva origossa, jos

lim  g(x,y) = g(0,0).

(x.y)—(0.0)
Saadaan
lim x,y)= lim (2x—y?)=2.-0—-0>=0=g(0,0
(X’y)ﬁ(o’o)g( 2] (X’y)ﬂ(o’o)( y°) £(0,0)
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Huomautus

Tiedetdan seuraavat asiat. (a) Kahden muuttujan polynomifunktiot ovat jatkuvia
koko tasossa R2.
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(b) Kahden muuttujan rationaalifunktiot ovat jatkuvia koko tasossa R?
lukuunottamatta nimittdjan nollakohtia.
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(c) Kahden kahden muuttujan jatkuvan funktion summa, erotus, tulo ja osamé&ara
ovat jatkuvia maarittelyjoukossaan.
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Kahden muuttujan funktion jatkuvuus

Huomautus

Tiedetdan seuraavat asiat. (a) Kahden muuttujan polynomifunktiot ovat jatkuvia
koko tasossa R2.

(b) Kahden muuttujan rationaalifunktiot ovat jatkuvia koko tasossa R?
lukuunottamatta nimittdjan nollakohtia.

(c) Kahden kahden muuttujan jatkuvan funktion summa, erotus, tulo ja osamé&ara
ovat jatkuvia maarittelyjoukossaan.

(d) Jos f : Mf — R ja g : f(Mf) — R ovat jatkuvia, niin yhdistetty funktio
gof: Mf— R on jatkuva.
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