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Gradientti

Huomautus
Merkitään

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
.

Tällöin gradientti voidaan tulkita vektorin ∇ ja skalaarin f (x , y) tuloksi

∇f (x , y) =
(

i
∂

∂x
+ j

∂

∂y

)
f (x , y)

=
∂f

∂x
(x , y)i +

∂f

∂y
(x , y)j

= (fx(x , y), fy (x , y)).
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Gradientti

Esimerkki

Tarkastellaan funktiota f , f (x , y) = x2 + y2. Määrää funktion f gradientti
∇f (x , y).

Funktion f osittaisderivaatat ovat

fx(x , y)(x , y) = 2x , fy (x , y) = 2y .

Siis funktion gradientti on

∇f (x , y) = fx(x , y)i + fy (x , y)j = 2x i + 2y j.

Esimerkiksi pisteessä (1, 2) evaluoituna funktion f gradientti on vektori

∇f (1, 2) = (2 · 1)i + (2 · 2)j = 2i + 4j = (2, 4).
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Gradientti

Huomautus
Vastaavasti kolmen muuttujan funktiolle f saadaan

∇f (x , y , z) = grad f (x , y , z)

= D1f (x , y , z)i + D2f (x , y , z)j + D3f (x , y , z)k
= (fx(x , y , z), fy (x , y , z), fz(x , y , z)),

missä
∇ = i

∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
.
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Gradientti

Esimerkki

Lasketaan funktion f (x , y , z) = x + x sin(y) + y2z3 gradientti.

Osittaisderivaatat ovat

fx(x , y , z) = 1 + sin(y)

fy (x , y , z) = x cos(y) + 2yz3

fz(x , y , z) = 3y2z2.

Siis gradientti on vektori

∇f (x , y , z) = (1 + sin(y), x cos(y) + 2yz3, 3y2z2).

Kantavektorien avulla kirjoitettuna

∇f (x , y , z) = (1 + sin(y))i + (x cos(y) + 2yz3)j + 3y2z2k.
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Gradientti

Esimerkki

Funktion f (x , y) = x2y gradientti on ∇f (x , y) = (2xy , x2).

Gradientin arvo pisteessä (3, 4) on ∇f (3, 4) = (2 · 3 · 4, 32) = (24, 9).

Funktion arvo kyseisessä pisteessä on f (3, 4) = 32 · 4 = 36.

On odotettavaa, että f (4, 4) ≈ 36 + 24 = 60 ja f (2, 4) ≈ 36− 24 = 12.

On odotettavaa, että f (3, 5) ≈ 36 + 9 = 45 ja f (3, 3) ≈ 36− 9 = 27.
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Gradientti

Funktion f (x , y) = x2y arvoja f (j , k), missä j = 2, 3, 4 ja k = 3, 4, 5.

x

y

12
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27
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1
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2
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20
28

9

9

∇f(3, 4) = (24, 9)
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