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Voimakkain kasvusuunta

Maaritelma

Jos f : R? — R on derivoituva pisteessd (x, y) ja (a, b) # (0,0), niin

1
[CHOIK

on funktion f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) pisteessa (x,y).

Dla, b]f(x,y) = (f(x,¥), f,(x,¥)) - (a, b) -
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Voimakkain kasvusuunta

Maaritelma

Jos f : R? — R on derivoituva pisteessd (x, y) ja (a, b) # (0,0), niin

1
|(a, b)I

on funktion f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) pisteessa (x,y).

Dla, blf(x,y) = (£(x,¥), f,(x,)) - (a, b) -

Maaritelma
Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio.

Funktion f suunnattu derivaatta suuntaan « pisteessa (xg, ¥o) € A on

Dla]f(x,y) = (f(x,¥), f,(x,y)) - (cos v, sin ).
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Voimakkain kasvusuunta
yksinkertaistuvat.

Gradientin avulla lausuttuna Vf(x,y) = (f(x,y), f,(x, y)) lausekkeet
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Voimakkain kasvusuunta

Gradientin avulla lausuttuna Vf(x,y) = (f(x,y), f,(x, y)) lausekkeet
yksinkertaistuvat.

Maaritelma

Olkoon f : R? — R on derivoituva pisteess3 (x, y).
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yksinkertaistuvat.

Maaritelma
Olkoon f : R? — R on derivoituva pisteess3 (x, y).

(a) Jos (a, b) # (0,0), niin funktion f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b)
pisteessa (x,y) on

1
|(a, b)I

Dla, b]f(x,y) = Vf(x,y) - (a,b) -
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Voimakkain kasvusuunta

Gradientin avulla lausuttuna Vf(x,y) = (f(x,y), f,(x, y)) lausekkeet
yksinkertaistuvat.

Maaritelma
Olkoon f : R? — R on derivoituva pisteess3 (x, y).

(a) Jos (a, b) # (0,0), niin funktion f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b)
pisteessa (x,y) on

1
|(a, b)I

D[a’ b]f(X,y) = Vf(X,y) : (aa b)'

(b) Jos « € [0, 27) on kulma, niin funktion f suunnattu derivaatta suuntaan o
pisteessa (x,y) on

D[a]f(x,y) = Vf(x,y) - (cos a,sin a).
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti Vf(x,y) = (2xy, x?). Pisteess3 (3,4) saadaan

It3-Suomen yliopisto

Usean muuttujan funktiot

Qe
verkkomateriaali

4/17



Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti Vf(x,y) = (2xy, x?). Pisteess3 (3,4) saadaan

V£(3,4) = (24,9).

=] =
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti Vf(x,y) = (2xy, x?). Pisteess3 (3,4) saadaan

Vi£(3,4) = (24,9).
Saadaan

D[a]f(3,4) = 24 cos(a) 4 9sin(a).
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti Vf(x,y) = (2xy, x?). Pisteess3 (3,4) saadaan

Vi£(3,4) = (24,9).
Saadaan

D[a]f(3,4) = 24 cos(a) + 9sin(a).
Merkitdadn lyhyemmin D[a] = D[a]f(3,4). Nyt esimerkiksi
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti Vf(x,y) = (2xy, x?). Pisteess3 (3,4) saadaan

Vi£(3,4) = (24,9).
Saadaan

D[a]f(3,4) = 24 cos(a) 4 9sin(a).
Merkitdadn lyhyemmin D[a] = D[a]f(3,4). Nyt esimerkiksi
D[0°] =24, D[90°] =9, D[180°] = —24, D[270°] = —9.
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti Vf(x,y) = (2xy, x?). Pisteess3 (3,4) saadaan
VF(3,4) = (24,9).

Saadaan
D[a]f(3,4) = 24 cos(a) 4 9sin(a).

Merkitaan lyhyemmin D[a] = D[a]f(3,4). Nyt esimerkiksi
D[OO] =24, D[QOO] =9, D[1800] = 24, D[2700] Y

Lisaksi
D[20.5°] = 25.63, D[110.5°] = 0.025.
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti Vf(x,y) = (2xy, x?). Pisteess3 (3,4) saadaan
V£(3,4) = (24,9).

Saadaan

D[a]f(3,4) = 24 cos(a) + 9sin(a).
Merkitdadn lyhyemmin D[a] = D[a]f(3,4). Nyt esimerkiksi

D[0°] =24, D[90°] =9, D[180°] = —24, D[270°] = —9.
Lis3ksi
D[20.5°] = 25.63, D[110.5°] = 0.025.

Suunta a = 20.5° tuottaa luvulle D[a]f(3,4) maksimiarvon ja suunta
o = 90° 4 20.5° = 110.5° minimiarvon.
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti Vf(x,y) = (2xy, x?). Pisteess3 (3,4) saadaan
VF(3,4) = (24,9).

Saadaan
D[a]f(3,4) = 24 cos(a) 4 9sin(a).

Merkitaan lyhyemmin D[a] = D[a]f(3,4). Nyt esimerkiksi
D[OO] =24, D[90°] =9, D[1800] = 24, D[2700] Y

Lisaksi
D[20.5°] = 25.63, D[110.5°] = 0.025.

Suunta a = 20.5° tuottaa luvulle D[a]f(3,4) maksimiarvon ja suunta
o = 90° 4 20.5° = 110.5° minimiarvon.

Miten ndmé suunnat voi 18ytd3 helpoimmin?
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Voimakkain kasvusuunta

Muistetaan vektorilaskennasta, etta

(Ca d) ’ (a’ b) = |(C’ d)”(aa b)| cos p,
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Voimakkain kasvusuunta

Muistetaan vektorilaskennasta, etta

(Ca d) ’ (a’ b) = |(C’ d)”(aa b)| cos p,

missd ¢ on vektorien (¢, d) ja (a, b) vélinen kulma.
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Voimakkain kasvusuunta

Muistetaan vektorilaskennasta, etta

(Ca d) : (a’ b) = |(C) d)”(aa b)| €os p,
missd ¢ on vektorien (¢, d) ja (a, b) vélinen kulma. Pistetulon maksimiarvo
p€[0,27]

max _|(c, d)l|(a, b)| cosp = [(c, d)][(a, b)]
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Voimakkain kasvusuunta

Muistetaan vektorilaskennasta, etta

(Cv d) : (av b) = |(C) d)”(aa b)| €os p,
missd ¢ on vektorien (¢, d) ja (a, b) vélinen kulma. Pistetulon maksimiarvo
p€[0,27]

max _|(c, d)l|(a, b)| cosp = [(c, d)][(a, b)]

=] =
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Voimakkain kasvusuunta

Muistetaan vektorilaskennasta, etta

(Cv d) : (av b) = |(C) d)”(aa b)| €os p,
missd ¢ on vektorien (¢, d) ja (a, b) vélinen kulma. Pistetulon maksimiarvo
p€[0,27]

max _|(c, d)l|(a, b)| cosp = [(c, d)][(a, b)]

saadaan, kun ¢ = 0 eli vektorit (¢, d) ja (a, b) ovat samansuuntaiset.
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Voimakkain kasvusuunta

Olkoon ¢ vektorien Vf(x,y) = (f(x,y), f,(x,y)) ja (a, b) vélinen kulma. Tallgin
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Voimakkain kasvusuunta

Olkoon ¢ vektorien Vf(x,y) = (f(x,y), f,(x,y)) ja (a, b) vélinen kulma. Tallgin

1
D[a, b)f(x,y) = V£f(x,y) - (a,b) - (a, b)|
= [l Bl cos(i) -

I(a, b)|
= |Vf(x,y)|cos .
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1
D[a, b)f(x,y) = V£f(x,y) - (a,b) - (a, b)|
= [l Bl cos(i) -

|(a, b)
= |Vf(x,y)| cos .
Merkitsemélld ¢ = kulma(V£(x,y), (a, b)), saadaan
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Voimakkain kasvusuunta

Olkoon ¢ vektorien Vf(x,y) = (f(x,y), f,(x,y)) ja (a, b) vélinen kulma. Tallgin

1
Dla, blf(x,y) = Vf(x,y) - (a,b) - (a, b)|
1
= IVl D)l eos() - 1
= [Vf(x,y)| cos .

Merkitsemélld ¢ = kulma(V£(x,y), (a, b)), saadaan

Dla, blf(x,y) = |Vf(x,y)| cos(kulma(Vf(x,y), (a, b)))
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Voimakkain kasvusuunta

Olkoon ¢ vektorien Vf(x,y) = (f(x,y), f,(x,y)) ja (a, b) vélinen kulma. Tallgin

1
Dla, blf(x,y) = Vf(x,y) - (a,b) - (a, b)|
1
= IVl D)l eos() - 1
= [Vf(x,y)| cos .

Merkitsemélld ¢ = kulma(V£(x,y), (a, b)), saadaan

D[a, b]f(x,y) = |Vf(x, y)| cos(kulma(Vf(x, y), (a, b)))
Muotoillaan tulos lauseeksi.
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Voimakkain kasvusuunta

Lause

Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio.

=] =
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Voimakkain kasvusuunta

Lause

Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio. Olkoon (a, b) # (0,0).
Funktion f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) voidaan laskea kaavalla
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Voimakkain kasvusuunta

Lause

Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio. Olkoon (a, b) # (0,0).
Funktion f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) voidaan laskea kaavalla

Dla, b]f(x,y) = |Vf(x,y)|cos(kulma(Vf(x,y), (a, b))).
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Voimakkain kasvusuunta

Lause

Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio. Olkoon (a, b) # (0,0).
Funktion f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) voidaan laskea kaavalla

Dla, b]f(x,y) = |Vf(x,y)|cos(kulma(Vf(x,y), (a, b))).

Todistus.
Tarvittavat laskut tehtiin edella. O
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Voimakkain kasvusuunta

Lause

Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio. Olkoon (a, b) # (0,0). Funktion
f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) voidaan laskea kaavalla
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Voimakkain kasvusuunta

Lause

Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio. Olkoon (a, b) # (0,0). Funktion
f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) voidaan laskea kaavalla

Dla, b]f(x,y) = |Vf(x,y)| cos(kulma(Vf(x,y), (a, b))).
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Voimakkain kasvusuunta

Lause

Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio. Olkoon (a, b) # (0,0). Funktion
f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) voidaan laskea kaavalla

Dla, b]f(x,y) = |Vf(x,y)| cos(kulma(Vf(x,y), (a, b))).

Seuraus

Suunnattu derivaatta D[a, b]f(x,y) saa maksiminsa, kun Vf(x,y) || (a, b). Siis
gradientti kertoo funktion voimakkaimman kasvusuunnan.
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Voimakkain kasvusuunta

Lause

Olkoon A C R? ja f : A — R derivoituva funktio. Olkoon (a, b) # (0,0). Funktion
f suunnattu derivaatta suuntaan (a, b) voidaan laskea kaavalla

Dla, b]f(x,y) = |Vf(x,y)| cos(kulma(Vf(x,y), (a, b))).

Seuraus

Suunnattu derivaatta D[a, b]f(x,y) saa maksiminsa, kun Vf(x,y) || (a, b). Siis
gradientti kertoo funktion voimakkaimman kasvusuunnan.

Seuraus

Suunnattu derivaatta D[a, b]f(x,y) on nolla, kun Vf(x,y) L (a, b). Siis
suunnattu derivaatta on nolla, kun liikutaan gradienttia vastaan kohtisuoraan
suuntaan.
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Voimakkain kasvusuunta

Seuraus

Suunnattu derivaatta D[a, b]f(x,y) on nolla, kun Vf(x,y) L (a, b). Siis
suunnattu derivaatta on nolla, kun liikutaan gradienttia vastaan kohtisuoraan
suuntaan.
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Voimakkain kasvusuunta

Seuraus

Suunnattu derivaatta D[a, b]f(x,y) on nolla, kun Vf(x,y) L (a, b). Siis
suunnattu derivaatta on nolla, kun liikutaan gradienttia vastaan kohtisuoraan
suuntaan.

Seuraus

Gradienttivektori Vf(x,y) on kohtisuorassa funktion tasa-arvokayrid vastaan.
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Voimakkain kasvusuunta

Esimerkki

Olkoon f(x,y) = x2 + 3y2. Mihin suuntaan funktio f kasvaa voimakkaimmin
pisteessa (1,1)?
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Voimakkain kasvusuunta

Esimerkki

Olkoon f(x,y) = x2 + 3y2. Mihin suuntaan funktio f kasvaa voimakkaimmin
pisteessa (1,1)?

Suuntaan V£(1,1). Saadaan Vf(x,y) = (2x,3y), joten Vf(1,1) = (2,3).
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Voimakkain kasvusuunta

Esimerkki

Olkoon f(x,y) = x2 + 3y2. Mihin suuntaan funktio f vihenee voimakkaimmin
pisteessa (1,1)?
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Voimakkain kasvusuunta

Esimerkki
Olkoon f(x,y) = x2 + 3y2. Mihin suuntaan funktio f vihenee voimakkaimmin
pisteessa (1,1)?

Suuntaan —Vf(1,1) = —(2,3).
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Voimakkain kasvusuunta

Esimerkki

Olkoon f(x,y) = x? 4+ 3y2. Mihin suuntaan funktion f tasa-arvokiyrd menee
pisteessd (1,1)? Mik3 on tasa-arvokdyrdn tangentin yht3l6?
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Voimakkain kasvusuunta
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Olkoon f(x,y) = x? 4+ 3y2. Mihin suuntaan funktion f tasa-arvokiyrd menee
pisteessd (1,1)? Mik3 on tasa-arvokdyrdn tangentin yht3l6?

Funktio kasvaa voimakkaimmin suuntaan Vf(1,1) = (2,3) = (¢, d).
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Funktio kasvaa voimakkaimmin suuntaan V£(1,1) = (2,3) = (¢, d). Eras
vektorille (¢, d) kohtisuora vektori on (d, —c), koska
(c,d)-(d,—c)=cd —cd =0.
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Voimakkain kasvusuunta

Esimerkki
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Funktio kasvaa voimakkaimmin suuntaan V£(1,1) = (2,3) = (¢, d). Eras
vektorille (¢, d) kohtisuora vektori on (d, —c), koska
(c,d)-(d,—c) =cd — cd = 0. Siis tasa-arvokdyra menee suuntaan (3, —2).

Tasa-arvokdyran tangentti on muotoa 2x + 3y = A.
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Voimakkain kasvusuunta

Esimerkki

Olkoon f(x,y) = x? 4+ 3y2. Mihin suuntaan funktion f tasa-arvokiyrd menee
pisteessd (1,1)? Mik3 on tasa-arvokdyrdn tangentin yht3l6?

Funktio kasvaa voimakkaimmin suuntaan V£(1,1) = (2,3) = (¢, d). Eras
vektorille (¢, d) kohtisuora vektori on (d, —c), koska
(c,d)-(d,—c) =cd — cd = 0. Siis tasa-arvokdyra menee suuntaan (3, —2).

Tasa-arvokdyran tangentti on muotoa 2x + 3y = A. Valitsemalla A = 5, tangentti
kulkee pisteen (1,1) kautta.

’
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x?y arvoja f(j, k), missd j = 2,3,4 ja k = 3,4,5.

y
5 2045 80
9
. 16(36) 64
36) .
3 12— 2748
2
V(3.4) = (24,9
50 28 f(3,4) )
1
1 2 3 4 5 z

o = - = = DA
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y arvoja f(3 + cos(), 4 + sin(c)) sekid suunnattuja
derivaattoja D[a]f(3,4), missd o = 0°,45°,...,360°.

Yy Arvoja D[a]f(3,4)
10.6 ? 23.3
5 45 e ‘
24.7 64.7 o4 04
4 1 fz\ 64
\/ —23.3 106
17.3 | 453 B
3 27
Liséyksié
9
2 —11.3 ~ 287
. —20 28
—187 93
-9
1 2 3 4 5 £
(=] = = = = DA C
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3 27
Liséyksié
9
2 —11.3 ~ 287
. —20 28
—187 93
-9
1 2 3 4 5 £
(=] = = = = DA C
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Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x?y kasvaa pisteessi (3,4) voimakkaimmin gradientin
V£(3,4) = (24,9) suuntaan.

9)
Y N=
q S(ﬁﬁ
Q\’ : 20.50
5 45
24.7 64.7
17.3 45.3
3 27 9
—11.3 28.7
2 —20 ‘ 28
—18.7 9.3
1 -9
1 2 3 4 5 T
] [ - = E DQC
T ———



Voimakkain kasvusuunta

Funktion f(x,y) = x2y gradientti ja tasa-arvokyria.
Y \ \ \ \ V£(3,4) = (24,9)
(24,9) || (2.4,0.9)
5 "
7

D4, 64.7
r A‘g.‘b\
4 1 3 64 @>
\ & 20.5°

17.3 45.

RN

\§
1 2 3 4 5 €z
=) 5 = = = DA
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