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Mittausesimerkki, keskivirhe

Suoran ympyrélierion pohjan halkaisijaksi saatiin
mittaamalla d = 12.00 + 0.05 (cm).

Miten virhearvion 0.05 voisi keksia tilastollisesti toistuviinhavaintoihin perustuen?
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Mittausesimerkki, keskivirhe
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MAD = keskimaariinen virhe = mean absolute deviation
SD = keskihajonta = standard deviation
SE = keskivirhe = standard error
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Esimerkki
Suureelle A = PL saatiin arvio

Pk [m] Lk [m]

P; =70 L; =40 A=PL+ (LAP =+ PAL)
_ _ (S —

g2 _ ;(2) 22 _ gg kokonaisdifferentiaali

3= 3= = 5 .
P, — 88 L, =41 = 3199 + (39.4 - 4.22 +81.2-1.07)
Ps = 86 Ls = 42 = 3199 + 253 [m?].
P =281.2 L =394 . L . . . .

SE(P)=4.22 | SE(L)=1.08. Luvut AP ja AL voi valita kdytettyjen mittalait-

teiden perusteella.

Toisaalta voidaan kayttda esimerkiksi kaavoja

e _ _ 1 [h (P =P
p= skl A(P)_SE(P)—ﬁ el

Téssd P on keskiarvo ja SE(P) on keskivirhe (Standard Error).

4
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

o« = E z wace

It3-Suomen yliopisto Usean muuttujan funktiot verkkomateriaali 5/16



Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

Merkitddn mittaustuloksia Py, P>, ..., Py.

o F = E £ DA
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

Merkitddn mittaustuloksia Py, P>, ..., Py.

Maaritelma

Luku
_P1+P2+...+PN

P
N

= E%’l Pl _ am(p) = ka(p)
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

Merkitddn mittaustuloksia Py, P>, ..., Py.

Maaritelma

Luku

Pi+Pr+...+ Py
N

on mittaustulosten (aritmeettinen) keskiarvo (Arithmetic Mean).

P =

= E%’l Pl _ am(p) = ka(p)
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

Merkitddn mittaustuloksia Py, P>, ..., Py.

Maaritelma

Luku

Pi+Pr+...+ Py
N

on mittaustulosten (aritmeettinen) keskiarvo (Arithmetic Mean).

P =

= E%’l Pl _ am(p) = ka(p)

Keskiarvoja on muitakin, esimerkiksi geometrinen keskiarvo ja neliéllinen keskiarvo

It3-Suomen yliopisto Usean muuttujan funktiot verkkomateriaali 5/16



Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

Merkitddn mittaustuloksia Py, P>, ..., Py.

Maaritelma

Luku

Pi+Pr+...+ Py
N

on mittaustulosten (aritmeettinen) keskiarvo (Arithmetic Mean).

P =

= E%’l Pl _ am(p) = ka(p)

Keskiarvoja on muitakin, esimerkiksi geometrinen keskiarvo ja neliéllinen keskiarvo

1
PG:NP1P2'PN7 Prms:\/;(P]?+P22++PI2\I)
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

Merkitddn mittaustuloksia Py, P>, ..., Py.

Maaritelma

Luku
Pi+Py+...4+ Py
N

on mittaustulosten (aritmeettinen) keskiarvo (Arithmetic Mean).

P =

= E%’l Pl _ am(p) = ka(p)

Keskiarvoja on muitakin, esimerkiksi geometrinen keskiarvo ja neliéllinen keskiarvo

1
PG:NP1P2'PN7 Prms:\/;(P]?+P22++PI2\I)

Tillaiset keskiarvot P, Pg, Pims kuvaavat lukuvektoria (Py, Pa, ..., Py).
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

Merkitddn mittaustuloksia Py, P>, ..., Py.

Maaritelma

Luku

Pi+Pr+...+ Py
N

on mittaustulosten (aritmeettinen) keskiarvo (Arithmetic Mean).

P =

= E%’l Pl _ am(p) = ka(p)

Keskiarvoja on muitakin, esimerkiksi geometrinen keskiarvo ja neliéllinen keskiarvo

1
PG:NP1P2'PN7 Prms:\/;(P]?+P22++PI2\I)

Tillaiset keskiarvot P, Pg, Pims kuvaavat lukuvektoria (Py, Pa, ..., Py).
Riippuu tilanteesta, mika keskiarvo on paras “mittari”.
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Mitataan suure P yhteensd N kertaa. Tassda N > 2 on jokin luonnollinen luku.

Merkitddn mittaustuloksia Py, P>, ..., Py.

Maaritelma

Luku

Pi+Pr+...+ Py
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on mittaustulosten (aritmeettinen) keskiarvo (Arithmetic Mean).

P =
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Miten voidaan arvioida mittaustulosten vaihtelua?
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Miten voidaan arvioida mittaustulosten vaihtelua?
Pk [m] Lk [m]
Pp=70 | L1 =40
P,=72 | L,=36
P;=90 | L3=38
Py =88 | Ly=41
Ps =86 | Ls =42
P=81l2| L=39.4
Aluksi tdytyy laskea keskiarvo, johon voidaan verrata.

=] 5 = E APRN G4
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Miten voidaan arvioida mittaustulosten vaihtelua?
Pk [m] Lk [m]
Pp=70 | L1 =40
P,=72 | L,=36
P;=90 | L3=38
Py =88 | Ly=41
Ps =86 | Ls =42
P=81l2| L=39.4
Aluksi tdytyy laskea keskiarvo, johon voidaan verrata. Matlabissa

Pk=[70,72,90,88,86];P=mean(Pk)
P=81.2

o & = = wa
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Yksinkertaisinta on laskea kunkin mittauksen virhe ja ottaa keskiarvo. Saadaan
keskimaaradinen virhe MAD (Mean Absolute Deviation).
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Yksinkertaisinta on laskea kunkin mittauksen virhe ja ottaa keskiarvo. Saadaan
keskimaaradinen virhe MAD (Mean Absolute Deviation).

Py |Py — P] Ly [Ly — L]
P, =70 11.2 Ly =40 0.6
P, =72 9.2 L, =36 3.4
P; =90 8.2 L3 =38 1.4
P, =88 6.8 Ly =41 1.6
Ps =86 4.8 Ls =42 2.6
KA | P=2812 | MAD(P)=8.16 | L=39.4 | MAD(L) =1.92
Matlabissa
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Yksinkertaisinta on laskea kunkin mittauksen virhe ja ottaa keskiarvo. Saadaan
keskimaaradinen virhe MAD (Mean Absolute Deviation).

Py |Py — P] Ly [Ly — L]
P, =70 11.2 Ly =40 0.6
P, =72 9.2 L, =36 3.4
P; =90 8.2 L3 =38 1.4
P, =88 6.8 Ly =41 1.6
Ps =86 4.8 Ls =42 2.6
KA | P=2812 | MAD(P)=8.16 | L=39.4 | MAD(L) =1.92
Matlabissa

Pk=[70,72,90,88,86];P=mean(Pk):PP=P*[1,1,1,1,1];
Pmad=mean(abs(Pk-PP))
Pmad=8.16
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Siis

N
P. _Zk:1|Pk—P|
MAD—T

= MA(|P« — P).
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Siis

N

_|Pck—P
R )
Jos kdytetdan nelidllista keskiarvoa, saadaan

[N
p o Zk:l |Pk - P|2
USSD = —N .
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Siis

N

_|Pck—P
R )
Jos kdytetdan nelidllista keskiarvoa, saadaan

[N

p o Zk:l |Pk - P|2
ussp =\ =y

Deviation).

T3t kutsutaan korjaamattomaksi keskihajontaksi (Uncorrected Sample Standard

=] =
It3-Suomen yliopisto Usean muuttujan funktiot

verkkomateriaali

8/16



Mittausesimerkki, keskivirhe
Siis

N

_|Pck—P
R )
Jos kdytetdan nelidllista keskiarvoa, saadaan

P | Zie [P = PP
USSD N .
jokin on pielessa.

T3t kutsutaan korjaamattomaksi keskihajontaksi (Uncorrected Sample Standard
Deviation). Taman luvun olisi tarkoitus mitata lukujen |Px — P| kokoa, mutta
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Tutkitaan miten I5helld luvut Py ovat lukua P. Otetaan luvut P ja luvut Py,... Py
annettuina. Saadaan

o F = E £ DA
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Mittausesimerkki, keskivirhe
annettuina. Saadaan

Tutkitaan miten I5helld luvut Py ovat lukua P. Otetaan luvut P ja luvut Py,.
0=P-P=

.. Pn
N

Sk Pe p_ S P) = NP (Si(Pe— P)
= .

N

=] =
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Tutkitaan miten I3helld luvut Py ovat lukua P. Otetaan luvut P ja luvut P,
annettuina. Saadaan

N
0—p_p— 2kl

.. Pn
o D P) NP (S (P—P)
N N N N N '
Siis
N
=Y (Pc—P) Z(Pk_ + (Pn — P),
k=1

=] =
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Tutkitaan miten I3helld luvut Py ovat lukua P. Otetaan luvut P ja luvut P,
annettuina. Saadaan

N
0—p_p— 2kl

.. Py
N N
_p= (Zk:lpk)_NP _ (Zk:l(Pk—P)
N N N '
Siis
N
=> (Pc—P) Z(Pk— + (Py — P),
k=1
joten
N—1
Pv=P+Y (Pc—P)
k=1

=] =
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Tutkitaan miten I5helld luvut Py ovat lukua P. Otetaan luvut P ja luvut Py,... Py
annettuina. Saadaan

o_p_p_ zﬁﬁ Pe _p_ (DiaP) = NP (S(Pc—P)

N N
Siis
N
S (P—P Z(Pk— + (Py — P),
k=1
joten
N-1
Pv=P+> (Pc—P)
k=1

Siis jos luvut P, Py, P,,...Pyn_1 on annettu, luku Py riippuu ndista. Taméan
vuoksi “oikeasti on vain N — 1 vapaata” lukua Py joita verrataan. Tehd&dan
Besselin korjaus: korvataan osoittajassa luku N luvulla N — 1.
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Keskimaardinen virhe on

N
' P~ P
Prasn = =218 P e, - ).
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Keskimaardinen virhe on

N

_|Pc—P
Prasn = 2218 Pl e, - p)
Korjaamaton keskihajonta on

N
P _ Ek:1|Pk_P|2
USSD = “T

=] =
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Keskimaardinen virhe on

N
_|Pc—P
Prasn = 2218 Pl e, - p)
Korjaamaton keskihajonta on
P _ EkN:I |Pk — P|2
USSD =N
Keskihajonta (Standard Deviation) on

[ N
P o Zk:l IPk — P|2
SD — N — .

=] =
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Lasketaan keskihajonta.
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Lasketaan keskihajonta.

Py |Py — P] Ly |Ly — L]
P, =70 11.2 L =40 0.6
P, =72 9.2 L, =36 34
P3 =90 8.2 L3 =38 1.4
P, =88 6.8 Ly =41 1.6
Ps =86 4.8 Ls =42 2.6
KA | P=812 | MAD(P)=28.16 | L=39.4 | MAD(L) =1.92
SD(P) =9.44 SD(L) =2.41
Matlabissa

O = = E E PANE
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Lasketaan keskihajonta.

Py |Py — P] Ly |Ly — L]
P, =70 11.2 L =40 0.6
P, =72 9.2 L, =36 34
P3 =90 8.2 L3 =38 1.4
P, =88 6.8 Ly =41 1.6
Ps =86 4.8 Ls =42 2.6
KA | P=812 | MAD(P)=28.16 | L=39.4 | MAD(L) =1.92
SD(P) =9.44 SD(L) =2.41
Matlabissa

Pk=[70,72,90,88,86];SDP=std(P)
SDP=9.44

m] = = =

I1t3-Suomen yliopisto Usean muuttujan funktiot

verkkomateriaali 11/16



Mittausesimerkki, keskivirhe
Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py

P:ZQI=1PI<
N
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py

N
P = Zk:l Pk
N
Keskihajonta mittaa lukujen Py et&isyyttd luvuista P (nelidllinen keskiarvo,
korjattu)

[N
Par — Zk:1|Pk—P|2
SD = —N— .

=] =
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py

P:ZQI=1PI<
N

Keskihajonta mittaa lukujen Py et&isyyttd luvuista P (nelidllinen keskiarvo,

korjattu)
po | Skl Pe— PP
SD = N_1 :

Mikali lukuja Py arvotaan/tuotetaan samalla menetelmélld enemmin,
keskihajonta ei oleellisesti muutu. Jos on luvut Py, P,,... P;000, niin
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py
P — ZQI=1 P
N

Keskihajonta mittaa lukujen Py et&isyyttd luvuista P (nelidllinen keskiarvo,
korjattu)

N
2=1|Pe = PP
N—-1 '

Mikali lukuja Py arvotaan/tuotetaan samalla menetelmélld enemmin,
keskihajonta ei oleellisesti muutu. Jos on luvut Py, P,,... P;000, niin

S0 |, P|2 S0 b pp2
100 -1 1000—-1

Psp =
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py

P:Zlef’k
N

Keskihajonta mittaa lukujen Py et&isyyttd luvuista P (nelidllinen keskiarvo,
korjattu)

N
>k [Pk — PP
N—-1 '
Mikali lukuja Py arvotaan/tuotetaan samalla menetelmélld enemmin,
keskihajonta ei oleellisesti muutu. Jos on luvut Py, P,,... P;000, niin

S0 |, P|2 S0 b pp2
100 -1 1000—-1

Matlab-ajossa 6.6.2020 komennolla

pl=rand(1,100) ;sdl=std(pl)
p2=rand(1,10°6) ;sd2=std (p2)

saatiin sd1 = 0.276, sd2 = 0.288.
verkkomateriaali  12/16
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py

P:Zgﬂpk
N
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py

N

p— 2 k=1 Pk
N

korjattu)

Keskihajonta mittaa lukujen Py et&isyyttd luvuista P (nelidllinen keskiarvo,

=] =
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py

N

p— 2 k=1 Pk
N

korjattu)

Keskihajonta mittaa lukujen Py et&isyyttd luvuista P (nelidllinen keskiarvo,

[ N
P o Zk:l IPk — P|2
SD — N — .
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py

P:EQI:lPk
N

Keskihajonta mittaa lukujen Py et&isyyttd luvuista P (nelidllinen keskiarvo,

korjattu)
[N
P o Zk:l IPk — P|2
so=\=— N_1

Mikéli lukuja Py arvotaan/tuotetaan samalla menetelmélld enemmin,
keskihajonta ei oleellisesti muutu. Toisaalta keskivirhe

N
P. _ 1 Ek:1|Pk_P|2
SE = ——

oA S
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Keskiarvo P “edustaa” lukuja Py
p— 22\’:1 P
N

Keskihajonta mittaa lukujen Py et&isyyttd luvuista P (nelidllinen keskiarvo,

korjattu)
[N
P o ZkZI IPk — P|2
so=\=— N_1

Mikéli lukuja Py arvotaan/tuotetaan samalla menetelmélld enemmin,
keskihajonta ei oleellisesti muutu. Toisaalta keskivirhe

N
P. _ 1 Zk:1|Pk_P|2
SE = ——

oA S

pienenee. Tama liittyy siihen, ettd tekemalld useampia mittauksia, “vakuututaan”
tuloksen oikeellisuudesta.
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Mittausesimerkki, keskivirhe
Lasketaan keskivirhe.
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Lasketaan keskivirhe.

Py |Px — P| Ly |Ly — L]

P, =70 11.2 L, =40 0.6

P, =72 9.2 L, =36 34

P3 =90 8.2 L3 =38 1.4

P, =88 6.8 L, =41 1.6

Ps = 86 4.8 Ls =42 2.6

KA | P=2812 | MAD(P)=8.16 | L=39.4 | MAD(L) =1.92
SD(P) =9.44 SD(L)=2.41
SE(P)=4.22 SE(L)=1.08
Matlabissa

o = - = =
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Lasketaan keskivirhe.

Py |Px — P| Ly |Ly — L]

P, =70 11.2 L, =40 0.6

P, =72 9.2 L, =36 34

P3 =90 8.2 L3 =38 1.4

P, =88 6.8 L, =41 1.6

Ps = 86 4.8 Ls =42 2.6

KA | P=2812 | MAD(P)=8.16 | L=39.4 | MAD(L) =1.92
SD(P) =9.44 SD(L)=2.41
SE(P)=4.22 SE(L)=1.08
Matlabissa

Pk=[70,72,90,88,86] ; SEP=std (Pk)/sqrt (length (Pk))
SEP=4.22
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Mittausesimerkki, keskivirhe

Py |Py — P Ly [Ly — L]

P, =70 11.2 Ly =40 0.6

P, =172 9.2 L, =36 34

P; =90 8.2 L3 =38 1.4

P, = 88 6.8 Ly =41 1.6

Ps =86 4.8 Ls =42 2.6

KA | P=812 | MAD(P)=8.16 | L=39.4 | MAD(L) =1.92
SD(P) =9.44 SD(L) =2.41
SE(P) = 4.22 SE(L) =1.08
Kaikki koodit

Pk=[70,72,90,88,86] ;P=mean (Pk) ;PP=P*[1,1,1,1,1];
Pmad=mean (abs (Pk-PP)) ;
SDP=std (P) ;

SEP=std (Pk)/sqrt (length (Pk));
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P L
100 50
9% . MAD 45
s g U0
80 e | 40 e 5 | | i
. | SE : SE
70 L SD 35 SD
P L
60 30
Py Ly

MAD = keskimaariinen virhe = mean absolute deviation
SD = keskihajonta = standard deviation
SE = keskivirhe = standard error
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