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Ristitulo tilavuuden laskemisessa

Maaritelma 5.1

Olkoot u, v ja w avaruuden R3 vektoreita. Vektorien u,v, w mairiima
vektorikolmitulo on (u x v) - w.

Lause 5.2

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita ja 0 niiden vilinen kulma. TillGin

[u x v| = |ul|v|sin@

on vektorien u ja v virittiman suunnikkaan pinta-ala.
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Ristitulo tilavuuden laskemisessa

Todistus 5.3

Vektorit u ja v voidaan siirtdd xy-tasoon ja kiertd3 siten, ettd molempien
|5htopiste sijaitsee origossa, vektorin u loppupiste sijaitsee positiivisella x-akselilla
ja vektorin v loppupiste sijaitsee xy-tason silld puoliskolla, jossa y-koordinaatti on
positiivinen.

Kuva tahan.
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Todistus 5.3

Vektorit u ja v voidaan siirtdd xy-tasoon ja kiertd3 siten, ettd molempien
|5htopiste sijaitsee origossa, vektorin u loppupiste sijaitsee positiivisella x-akselilla
ja vektorin v loppupiste sijaitsee xy-tason silld puoliskolla, jossa y-koordinaatti on
positiivinen.

Kuva tahan. Siis
u= X1i

V = xai + y»j.

Suunnikkaan karjet ovat nyt (0,0), (x1,0), (x1 + X2, y2) ja (x2, y2). Selvasti
suunnikkaan kanta on x; ja korkeus on y». Siis pinta-ala on A = x1y».
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Todistus 5.3
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u= X1i

v = xpi + yoj.
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Toisaalta u X v = xyy»k.

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 3/6



Ristitulo tilavuuden laskemisessa

Todistus 5.3

Vektorit u ja v voidaan siirtdd xy-tasoon ja kiertd3 siten, ettd molempien
|5htopiste sijaitsee origossa, vektorin u loppupiste sijaitsee positiivisella x-akselilla
ja vektorin v loppupiste sijaitsee xy-tason silld puoliskolla, jossa y-koordinaatti on
positiivinen.

Kuva tdhan. Siis

u= X1i

v = xpi + yoj.
Suunnikkaan karjet ovat nyt (0,0), (x1,0), (x1 + X2, y2) ja (x2, y2). Selvasti
suunnikkaan kanta on x; ja korkeus on y». Siis pinta-ala on A = x1y».

Toisaalta u X v = xyy»k.

Siis A= x1y» = |u X v|.

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 3/6



Ristitulo tilavuuden laskemisessa

Todistus 5.3

Vektorit u ja v voidaan siirtdd xy-tasoon ja kiertd3 siten, ettd molempien
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suunnikkaan kanta on x; ja korkeus on y». Siis pinta-ala on A = x1y».
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Ristitulo tilavuuden laskemisessa

Maaritelma 5.4

Olkoot u, v ja w avaruuden R3 vektoreita. Vektorien u,v, w mairiima
vektorikolmitulo on (u x v) - w.

Lause 5.5

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita ja 0 niiden vilinen kulma. Olkoon lisdksi w
avaruuden R® vektori ja o vektorien w ja u x v vilinen kulma. Tallsin

(ux v)-w = |u||v|lw]|sinf cosa

on vektorien u, v ja w virittdman suuntaissarmién tilavuus.
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Ristitulo tilavuuden laskemisessa

Todistus 5.6

Yksinkertaistetaan tilannetta siirtdmall3 ja kiertdamalla kuten edellisessd lauseessa.
Voidaan siis olettaa, etta

Kuva tahan.
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Ristitulo tilavuuden laskemisessa

Todistus 5.6

Yksinkertaistetaan tilannetta siirtdmall3 ja kiertdamalla kuten edellisessd lauseessa.
Voidaan siis olettaa, etta

Kuva tdhan. Siis
u= X1i
vV = X2i A yzj
w = x3i + y3j + z3k.

Nyt u x v = xgy»k. Edelleen (u X v) -w = xyy»73.
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Ristitulo tilavuuden laskemisessa

Todistus 5.7

Nyt u x v = xjy»k. Edelleen (u X v) - w = xyy»73. Tdssd x1y»> on suuntaissarmion
pohjan ala ja z3 on suuntaissarmion korkeus.
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Todistus 5.7

Nyt u x v = xjy»k. Edelleen (u X v) - w = xyy»73. Tdssd x1y»> on suuntaissarmion
pohjan ala ja z3 on suuntaissarmion korkeus.

Leikkaamalla suuntaissarmio xy-tason suuntaisiksi siivuiksi, voidaan siivut siirtaa
paallekdin, jollon syntyy pysty sarmié.
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Todistus 5.7

Nyt u x v = xjy»k. Edelleen (u X v) - w = xyy»73. Tdssd x1y»> on suuntaissarmion
pohjan ala ja z3 on suuntaissarmion korkeus.

Leikkaamalla suuntaissarmio xy-tason suuntaisiksi siivuiksi, voidaan siivut siirtaa
paallekdin, jollon syntyy pysty sarmié.

Edelleen leikkaamalla syntynyt sarmid yz-tason suuntaisiksi siivuiksi, voidaan siivut
siirtaa vierekkain, jolloin syntyy suorakulmainen sarmid.
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pohjan ala ja z3 on suuntaissarmion korkeus.
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paallekdin, jollon syntyy pysty sarmié.

Edelleen leikkaamalla syntynyt sarmid yz-tason suuntaisiksi siivuiksi, voidaan siivut
siirtad vierekkain, jolloin syntyy suorakulmainen sarmic.

Suorakulmaisen sdrmién pituus, leveys ja korkeus ovat xi, y» ja z3. Siis sarmion
tilavuus V = x1y0z3 = (u X v) - w.
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