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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Maaritelma 5.1

Olkoot u, v ja w avaruuden R3 vektoreita. Vektorien u,v, w mairaima
vektorikolmitulo on (u X v) - w.

Lause 5.2

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita ja 0 niiden vilinen kulma. Tilléin
[u x v| = |ul|v|sin@

on vektorien u ja v virittdman suunnikkaan pinta-ala.

Huomautus 5.3

Jos u-v =0, eli ujav ovat kohtisuorassa, niin sinf = sin =1L Talloin

lux v| = [ullv]

on vektorien u ja v virittdman suorakulmion pinta-ala.
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Esimerkki 5.4

Tarkastellaan kolmiota ABC, missa A = (1,1,0), B =(3,0,2) ja C = (0,—1,1).
Lasketaan kolmion ala.

Kolmion kaksi sivua ovat vektoreiden u = B — A= (2,—1,0) ja
v=C—A=(—1,-2,1) suuntaisia. Vektorien u ja v virittdman suunnikkaan
pinta-ala on |u x v|. Kolmion pinta-ala on puolet tist3, eli A= Z|u x v|.

A =1uxy|
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Pinta-aloja ja tilavuuksia
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Pinta-aloja ja tilavuuksia
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= _|(2)_150) X (_1’_27 1)|
21(=1,2, -3)]
=3V1+4+9
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Maaritelma 5.5

Olkoot u, v ja w avaruuden R3 vektoreita. Vektorien u,v, w mairiima
vektorikolmitulo on (u x v) - w.

Lause 5.6

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita ja 0 niiden vilinen kulma. Olkoon lisdksi w
avaruuden R® vektori ja o vektorien w ja u x v vilinen kulma. Tallsin

[(ux v) - w| = |u||v||w]|sind cos «

on vektorien u, v ja w virittdman suuntaissarmién tilavuus.
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Lause 5.7

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita ja 0 niiden vilinen kulma. Olkoon lisiksi w
avaruuden R3 vektori ja o vektorien w ja u x v vélinen kulma. TallGin

[(u x v) - w| = |u||v||w]|sin 6 cos a

on vektorien u, v ja w virittdman suuntaissarmién tilavuus.

Huomautus 5.8

Jos cosa = cos0 = 1, niin kyseessa on lierio, jonka tilavuus on

|(u X v) - w| = |u||v||w]sin 6 cos a.

Jos edelleen sin§ = sin 7, niin kyseessd on suorakulmainen sarmio, jonka tilavuus
on |[(ux v)-w| = |ul|v||w].

Jos edelleen a = |u| = |v| = |w], niin kyseess3 on kuutio, jonka tilavuus on a°.
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Leikkaamalla suuntaissdrmidstad osa, saadaan sarmid, prisma, pyramidi ja tetraedri.

Vi=(uxv) w Vo=2(uxv) w

1
2
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Esimerkki 5.9
Tetraedrin karkien paikkavektorit ovat 0, u = (1, -1, 2),
v=(-23,0)jaw=(3-21).

Tetraedrin tilavuus V on luvun

(uxv)-w=u-(vxw) W@
1 -1 2 P
——2 3 o0 w
3 =21
=1-(3-0)—(-1)-(-2+0)+2-(4-9)
=343-10=-4

itseisarvo jaettuna kuudella, eli V =4/6 = 2/3.
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Esimerkki 5.10

Pyramidin erds karki on origo ja pohjanelién sirmat ovat u = (1,—1,2) ja
v = (—2,3,0). Yksi pyramidin huippua kohti nousevista sirmist3 on
w=(3,-21).

Pyramidin pohjan karkien paikkavektorit ovat 0, u, v ja u + v. Pyramidin huipun
paikkavektori on w.

Pyramidin tilavuus V on luvun u- (v X w) = ... = —4 itseisarvo jaettuna
kolmella, eli V =4/3.

o’
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Esimerkki 5.11

Suuntaissdrmion erds karki on origo ja sdrmit ovat u = (1,—1,2), v=(—2,3,0)
jaw=(3,-2,1).

Suuntaissarmien pohjan karkien paikkavektorit ovat 0, u, v ja u +v.
Suuntaissdrmion kannen karkien paikkavektorit ovat 0 +w, u+w, v+ w ja
u-+vVv-+w.

Suuntaissdrmion tilavuus V on luvun u - (v x w) = ... = —4 itseisarvo eli V = 4.

v
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

Esimerkki 5.12

Prisman eras karki on origo ja pohjankolmion sérmat ovat u = (1,—1,2) ja

v =(—2,3,0). Prisman muut sdrméat ovat vektorin w = (3, —2, 1) suuntaisia.
Prisman pohjan karkien paikkavektorit ovat 0, u ja v. Prisman kannen karkien
paikkavektorit ovat 0 +w, u+ w ja v + w.

Prisman tilavuus V on luvun u- (v X w) = ... = —4 itseisarvo jaettuna kahdella,
eli V=2
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