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Ristitulon ominaisuuksia

Maéritelma 5.1

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita. Olkoon w avaruuden R3 vektori siten, ett3

(a) u-w=0jav-w=0,

(b) |w| = |ul|v|sin 6, missi € on vektorien u ja v valinen kulma,

(c) jarjestetty kolmikko (u,v,w) on positiivisesti suunnistettu (oikean kaden
systeemi).

T3lloin w on vektorien u ja v ristitulo ja merkitddn w = u x v.

Kuva tdhan.
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Huomautus 5.2
Olkoot u ja v avaruuden R? vektoreita ja olkoon @ niiden vilinen kulma.
Maaritelmdn mukaan |u x v| = |u]|v|sin 6.

Siis u x v = 0, jos ja vain jos jompikumpi on nollavektori tai u ja v ovat
yhdensuuntaiset.

Vastaavasti maaritelman mukaan |u - v| = |ul|v| cos 6.

Siis u-v = 0, jos ja vain jos jompikumpi on nollavektori tai u ja v ovat kohtisuorat.
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Ristitulon ominaisuuksia

Lause 5.3

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R? ja t skalaari. Tilléin on voimassa
(a) uxv=—(vxu),

(b) ux(v+w)=uxv+uxw,

() (u+v)Xxw=uxw+vxw,

(d) t(uxv)=(tu) x v=ux (tv),

(e) uxu=0,

(f) 0 xu=0,

(g) ux (vxw)=(u-wv—(u-v)w,

(h) (uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,

(i) (uxv)-w=(vxw)-u=(wxu)-u )
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Lause 5.3

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R3 ja t skalaari. T4llsin on voimassa
(a) uxv=—(vxu), OK, antivaihdannaisuus, ristitulon méaéritelma
(b) ux(v+w)=uxv+uxw,

() (u+v)Xxw=uxw+vxw,

(d) t(uxv)=(tu) x v=ux (tv),

(e) uxu=0,

(f) 0 xu=0,

(g) ux (vxw)=(u-whv—(u-vw,

(h) (uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,

(i) (uxv) - w=(vxw) - u=(wxu)-u |
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Lause 5.3

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R3 ja t skalaari. T3llsin on voimassa
(a) uxv=—(vxu), OK, antivaihdannaisuus, ristitulon méaéritelma
(b) ux(v+w)=uxv+uxw, osittelulaki vasemmalta, todistetaan
(c) (u+v)xw=uxw+vxw, osittelulaki oikealta

(d) t(uxv)=(tu) X v=ux(tv),

(e) uxu=0,

(f) 0xu=0,

(g) ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w,
(h) (uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,

(i) (uxv) - w=(vxw) - u=(wxu)-u
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Lause 5.3

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R3 ja t skalaari. T4llsin on voimassa
(a) uxv=—(vxu), OK, antivaihdannaisuus, ristitulon méaéritelma
(b) ux(v+w)=uxv+uxw, osittelulaki vasemmalta, todistetaan
(¢) (u+v)xw=uxw+vxw, OK, seuraa kohdista (a) ja (b)

(d) t(uxv)=(tu) x v=ux (tv),

(e) uxu=0,

(f) 0 xu=0,

(g) ux (vxw)=(u-whv—(u-vw,

(h) (uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,
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() uxu=0, OK, |uxu|=]|u|lu/sin0=0

(f) 0xu=0, OK,|0xu|=]|0|ujsind=0
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Lause 5.3

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R3 ja t skalaari. T4llsin on voimassa
(a) uxv=—(vxu), OK, antivaihdannaisuus, ristitulon méaéritelma
(b) ux(v+w)=uxv-+uxw, osittelulaki vasemmalta, todistetaan
¢) (u+v)xw=uxw+vxw, OK, seuraa kohdista (a) ja (b)
t(uxv)=(tu) xv=ux(tv), OK, |uxv|=|ullv|siné

uxu=0, OK, |uxu|=|u|lulsin0=0

0xu=0, OK,|0xu|=]|0[ulsind=0
ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w, Lagrangen kolmitulokaava...
(uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,

(

uxv) - w=(vxw) u=(wxu)-u
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Lause 5.3

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R3 ja t skalaari. T4llsin on voimassa
(a) uxv=—(vxu), OK, antivaihdannaisuus, ristitulon méaéritelma
(b) ux(v+w)=uxv-+uxw, osittelulaki vasemmalta, todistetaan
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t(uxv)=(tu) xv=ux(tv), OK, |uxv|=|ullv|siné

uxu=0, OK, |uxu|=|u|lulsin0=0

0xu=0, OK,|0xu|=]|0[ulsind=0
ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w, Lagrangen kolmitulokaava...
(uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u, OK, seuraa kohdista (a) ja (g)
(uxv)-w=(vxw) u=(wxu)-u
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Lause 5.3

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R3 ja t skalaari. T4llsin on voimassa
(a) uxv=—(vxu), OK, antivaihdannaisuus, ristitulon méaéritelma
(b) ux(v+w)=uxv-+uxw, osittelulaki vasemmalta, todistetaan
¢) (u+v)xw=uxw+vxw, OK, seuraa kohdista (a) ja (b)
t(uxv)=(tu) xv=ux(tv), OK, |uxv|=|ullv|siné

uxu=0, OK, |uxu|=|u|lulsin0=0

0xu=0, OK,|0xu|=]|0[ulsind=0
ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w, Lagrangen kolmitulokaava...
(uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u, OK, seuraa kohdista (a) ja (g)

(

uxv)-w=(vxw) -u=(wxu) -u = suuntaissirmion tilavuus. ..
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Lause 5.3

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R3 ja t skalaari. T4llsin on voimassa
(a) uxv=—(vxu),

(b) ux(v+w)=uxv-+uxw, osittelulaki vasemmalta, todistetaan
(¢) (u+v)Xxw=uxw+vxw,

(d) t(uxv)=(tu) x v=ux (tv),

(e) uxu=0,

(f) 0 xu=0,

(g) ux (vxw)=(u-whv—(u-vw,

(h) (uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,

(i) (uxv) - w=(vxw) u=(wxu)-u |

Todistus. Todistetaan kohta (b).
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Ristitulon ominaisuuksia

Osoitetaan siis, ettd u x (v +w) = u X v + u x w. Tarkastellaan aluksi vektorin
u X (v + w) ensimmadistd eli i-komponenttia. Saadaan

(ux(v+w)) =u(v+w)s—us(v+w),

o> <& = = z 9ace
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Osoitetaan siis, ettd u x (v +w) = u X v + u x w. Tarkastellaan aluksi vektorin
u X (v + w) ensimmadistd eli i-komponenttia. Saadaan

(ux(v+w)) =u(v+w)s—us(v+w),
= U2(V3 =+ W3) — U3(V2 =+ W2)

m] = = =

APRN G4
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Osoitetaan siis, ettd u x (v +w) = u X v + u x w. Tarkastellaan aluksi vektorin
u X (v + w) ensimmadistd eli i-komponenttia. Saadaan

(ux(v+w)) =u(v+w)s—us(v+w),
= (3 + w3) — u3(va + wy)
= (U2V3 — U3V2) + (U2W3 — U3W2)

m] = = =

APRN G4
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Ristitulon ominaisuuksia

Osoitetaan siis, ettd u x (v +w) = u X v + u x w. Tarkastellaan aluksi vektorin
u X (v + w) ensimmadistd eli i-komponenttia. Saadaan

(ux(v+w)) =u(v+w)s—us(v+w),

= U2(V3 + W3) — U3(V2 + W2)

= (U2V3 — U3V2) + (U2W3 — U3W2)
= (uxv);+ (uxw)

Siis vektoreilla u x (v + w) ja u X v 4 u X w on yhta suuri i-komponentti.
Vastaavasti j- ja k-komponentit ovat yhta suuret.
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Osoitetaan siis, ettd u x (v +w) = u X v + u x w. Tarkastellaan aluksi vektorin
u X (v + w) ensimmadistd eli i-komponenttia. Saadaan

(ux(v+w)) =u(v+w)s—us(v+w),

= U2(V3 + W3) — U3(V2 + W2)

= (U2V3 — U3V2) + (U2W3 — U3W2)
= (uxv);+ (uxw)

Siis vektoreilla u x (v + w) ja u X v 4 u X w on yhta suuri i-komponentti.
Vastaavasti J- ja k-komponentit ovat yht3 suuret. Viite seuraa. O
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Ristitulon ominaisuuksia

Johdettujen ominaisuuksien avulla voidaan osoittaa muita kaavoja.

o F = E £ DA
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Johdettujen ominaisuuksien avulla voidaan osoittaa muita kaavoja.

Esimerkki 5.4

Osoitetaan, etta

(u—w)x (V—w)=uXVv+vxXw-+wXxu.
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Johdettujen ominaisuuksien avulla voidaan osoittaa muita kaavoja.

Esimerkki 5.4
Osoitetaan, etta

(u—w)x (V—w)=uXVv+vxXw-+wXxu.
Aluksi osittelulakien nojalla, sekoittamatta tekijoiden jarjestyksid, saadaan

(U—wW)X (V-—W)=uXV—-—uUXW-—WXV+WXW.
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Johdettujen ominaisuuksien avulla voidaan osoittaa muita kaavoja.

Esimerkki 5.4
Osoitetaan, etta

(u—w)x (V—w)=uXVv+vxXw-+wXxu.
Aluksi osittelulakien nojalla, sekoittamatta tekijoiden jarjestyksid, saadaan
(U—W)X(V-—W)=uXV—-uXw—wXV+wxw.
Koska w on yhdensuuntainen itsensd kanssa, patee w x w = 0 ja siis

(u—w)x (V—w)=uXVv—uXxw-—wXxV.
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Johdettujen ominaisuuksien avulla voidaan osoittaa muita kaavoja.

Esimerkki 5.4
Osoitetaan, etta

(u—w)x (V—w)=uXVv+vxXw-+wXxu.
Aluksi osittelulakien nojalla, sekoittamatta tekijoiden jarjestyksid, saadaan
(U—W)X(V-W)=uXV-UXW—-—WXV+WXW.
Koska w on yhdensuuntainen itsensd kanssa, patee w x w = 0 ja siis
(u—w)x (V—w)=uXVv—uXxw-—wXxV.
Edelleen —u x w =w X u ja —w X v = v X w. Siis

(u—w)x (V—w)=uXVv-+vxXw+wXu.
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