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Lagrangen kolmitulokaava

Maéritelma 5.1

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita. Olkoon w avaruuden R3 vektori siten, ett3

(a) u-w=0jav-w=0,

(b) |w| = |ul|v|sin 6, missi € on vektorien u ja v valinen kulma,

(c) jarjestetty kolmikko (u,v,w) on positiivisesti suunnistettu (oikean kaden
systeemi).

T3lloin w on vektorien u ja v ristitulo ja merkitddn w = u x v.

Kuva tdhan.
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Lagrangen kolmitulokaava

Lause 5.2

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R? ja t skalaari. Tilléin on voimassa
(a) uxv=—(vxu),

(b) ux(v+w)=uxv+uxw,

() (u+v)Xxw=uxw+vxw,

(d) t(uxv)=(tu) x v=ux (tv),

() uxu=0,

(f) 0 xu=0,

(g) ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w,

(h) (uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,

(i) (uxv)-w=(vxw)-u=(wxu)-u |
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(h) (uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,
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Lagrangen kolmitulokaava

Lause 5.2

Olkoot u,v ja w vektoreita avaruudessa R3 ja t skalaari. T4llsin on voimassa
(a) uxv=—(vxu),

(b) ux (v+w)=uxv+uxw,

() (u+v)Xxw=uxw+vxw,

(d) t(uxv)=(tu) x v=ux (tv),

() uxu=0,

(f) 0 xu=0,

(g) ux (vxw)=(u-wv—(u-v)w,

(h) (uxv)xw=(w-u)v—(w-v)u,

(i) (uxv) - w=(vxw) u=(wxu)-u |

Todistus. Todistetaan kohta (g).
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Lagrangen kolmitulokaava

Tarkastellaan vektorin u x (v x w) komponenteista aluksi i-komponenttia.

(ux (vxw))

o« = E z wace
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Lagrangen kolmitulokaava

Tarkastellaan vektorin u x (v x w) komponenteista aluksi i-komponenttia.
(ux (vxw))

= (v X W)z — uz(v X w)s

[} = =
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Lagrangen kolmitulokaava

Tarkastellaan vektorin u x (v x w) komponenteista aluksi i-komponenttia.

(ux (vxw))
tr(v X w)3 — uz(v X w)s
U2(V1W2 — V2W1) — U3(V3W1 — V1W3)

=) 5 = = DA
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Lagrangen kolmitulokaava

Tarkastellaan vektorin u x (v x w) komponenteista aluksi i-komponenttia.

(ux (vxw))

tr(v X w)3 — uz(v X w)s

= U2(V1W2 — V2W1) — U3(V3W1 — V1W3)
V1(U2V2 + U3W3) — W1(U2V2 + U3V3)

O I = E T wace
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Lagrangen kolmitulokaava

Tarkastellaan vektorin u x (v x w) komponenteista aluksi i-komponenttia

(ux (vxw))
= (v X W)z — uz(v X w)s

= U2(V1W2 - V2W1) - U3(V3W1 - V1W3)

= vi(upvo + uzws) — wi(uava + u3vs)

= vi(upvo + uzws) — wi(uave + u3vz) + (viuzwy — wytgvi)

=] =
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Lagrangen kolmitulokaava

Tarkastellaan vektorin u x (v x w) komponenteista aluksi i-komponenttia.

(ux (vxw))

= (v X W)z — uz(v X w)s

= U2(V1W2 - V2W1) - U3(V3W1 - V1W3)

= V1(U2V2 =+ U3W3) — W1(U2V2 + U3V3)

= vi(uavo + uzws) — wy(uavo + uzvz) + (viugwy — wyugvy)
= vi(uvi + wava + uzwz) — wi(uvy + tave + U3vs)

o & = = wa
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Lagrangen kolmitulokaava

Tarkastellaan vektorin u x (v x w) komponenteista aluksi i-komponenttia

(ux (vxw))
tr(v x w)3 — uz(v X w)

U2(V1W2 — V2W1) — U3(V3W1 — V1W3)
V1(U2V2 + U3W3) — W1(U2V2 + U3V3)

vi(uave + uswz) — wi(tpvo + uzvs) + (viuiwy — wiugvy)
= vi(uivi + avo + uzws) — wi(uyvi + tovo + Uzv3)
=vi(u-w)—w(u-v)
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Lagrangen kolmitulokaava

Tarkastellaan vektorin u x (v x w) komponenteista aluksi i-komponenttia.

(ux (vxw))
tr(v X w)3 — uz(v X w)s
= U2(V1W2 — V2W1) — U3(V3W1 — V1W3)
V1(U2V2 + U3W3) — W1(U2V2 + U3V3)

vi(uave + uswz) — wi(tpvo + uzvs) + (viuiwy — wiugvy)
vi(uiivi + uava + usws) — wy(urvy + uava + u3v3)
=vi(u-w)—w(u-v)

Siis
(ux (vxw))i =[w(u-w)—w(u-v)i
Fux (v xw)ai = [vau - w) — wa(u - V)
+(ux (vxw))sk =][va(u-w)—wsz(u-v)k
ux(vxw) =v(u-w)—w(u-v).

O
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Lagrangen kolmitulokaava

Seuraus 5.3 (Jakobin identiteetti)

Jos u,v ja w ovat vektoreita avaruudessa R3, niin

r=ux(vxw)+vx(wxu)+wx(uxv)=0.

Todistus 5.4

Lagrangen kolmitulokaavan perusteella

ux(vxw)=(u-whv—(u-v)w.
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Todistus 5.4

Lagrangen kolmitulokaavan perusteella

ux(vxw)=(u-whv—(u-vw.

Siis
ux(vxw) =v(u-w)—w(u-v)
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Seuraus 5.3 (Jakobin identiteetti)

Jos u,v ja w ovat vektoreita avaruudessa R3, niin

r=ux(vxw)+vx(wxu)+wx(uxv)=0.

Todistus 5.4

Lagrangen kolmitulokaavan perusteella

ux(vxw)=(u-whv—(u-vw.

Siis
ux(vxw) =vu-—w)—wity)
+v X (WX u) =w(vw) — Tfw<q]
w > (u X v) = fweer) — vw-v)

r
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Seuraus 5.3 (Jakobin identiteetti)

Jos u,v ja w ovat vektoreita avaruudessa R3, niin

r=ux(vxw)+vx(wxu)+wx(uxv)=0.

Todistus 5.4

Lagrangen kolmitulokaavan perusteella

ux(vxw)=(u-whv—(u-vw.

Siis
ux(vxw) =vu—w)— wity)
+v X (w X u) = wlvw) — ufw=<a]
+w X (u x v) :%@»@-M

O
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