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I1t3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta

Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Tiedetddn (iv) tason yhtdlo ax + by + cz = d
Halutaan (iii) tason piste ja tason normaali n = (a, b, c)
Lause

Tason ax + by + cz = d, miss3 ei pdde a= b= c =0, normaali on n = (a, b, ).
Lisaksi piste

. 1

(ad, bd, Cd) T7 missé T = m

kuuluu tasoon.
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Todistus. Oletetaan, ettd d # 0. Tasoilla
ax+by+cz=d, ax+by+cz=0
ei ole yhteisid pisteitd. Nimittdin, jos (xo, ¥o, 20) kuuluisi kumpaankin tasoon,
saataisiin
d = axg + byg + czp = 0,

mika on ristiriita. Siis mainitut tasot
ax+by+cz=d, ax+by+cz=0

ovat yhdensuuntaisia. Siis niiden normaalit ovat yhdensuuntaisia.
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Tulee siis osoittaa, ettd tason ax + by + cz = 0 erds normaali on n = (a, b, ¢).
Selvasti p = (0,0,0) kuuluu tasoon. Siis

ax+by+cz =0
& alx—p1)+bly—p)tc(z—p3)= =
= (X_P17Y_P272_P3)'(37byc) =0.

Selvasti (a, b, ¢) on tason normaali.

m] = = =
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Halutaan osoittaa, ettd piste

1
(ad, bd,cd)T, missd T = iR
kuuluu tasoon ax + by + cz = d. Sijoittamalla saadaan
a(adT) + b(bdT) + c(cdT) =d
& (> +b>+cA)dT =d
& R =d
mika on selvasti totta.
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Huomautus
Na&htiin, etta piste

1

(ad, bd, Cd)T, missd T = m,

kuuluu aina tasoon ax + by + cz = d. Piste on muotoa
(ad, bd,cd) T = (a, b, c)dT = (0,0,0) + t(a, b, ),
missd t = dT. Siis piste on origon kautta kulkevalla tason normaalisuoralla
(0,0,0) + t(a, b,c), teR.
Siis tason ax + by + cz = d origoa ldhin piste on

1

(ad, bd, Cd)T, missd T = m
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Seuraus

Tason ax + by + cz = d origoa ldhin piste on

1

(ad, bd, Cd) T, missa T = m

Esimerkki

Tason ax + by + cz = 0 origoa |dhin piste on

(a-0,b-0,c-0)T = (0,0,0).

Esimerkki
Tason 2x — 3y + 5z = 7 origoa ldhin piste on

1 1
2.7,-3.7,5:3)——— = —(14,-21,35) =

14 21 35)

38" 38738

v
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Esimerkki
Tason x — y + 2z = 7 erds normaali on n = (1, —1,2). Nyt
In| =12+ (-1 +22=V6ja T = ﬁ; = %. Nyt piste

7 7 14

1
(ad, bd,cd)T = 6(7’ —-7,14) = (6’ 5%

on annetussa tasossa.
Tarkistus. Sijoitetaan

oy.z)= (1.7 14
7.y7 - 67 67 6
lausekkeeseen x — y + 2z, jolloin saadaan

7 7 14 747428
X—y+2z 6+( )6+ 5 5

Siis piste (£, —¢,%) on tasossa x — y + 2z =7.

)

42
— =1
6

4
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Tiedetdan (iii) tason piste ja tason normaali n = (a, b, ¢)
Halutaan (ii) tason piste ja kaksi tason suuntavektoria

Esimerkki

Pisteen (1,2,2) kautta kulkevan tason normaali on n = (1,0, —1). Halutaan
esittdd taso muodossa

(1,2,2) + tu+sv, t,seR.
Taytyy siis [6ytaa vain jotkut vektorit u ja v, joileu-n=0jav-n=0.
Huomataan, ettd voidaan valita u = (0,1,0) ja v = (1,0,1). Tason
parametriesitys on

(1,2,2) +t(0,1,0) + s(1,0,1), t,seR.

Voitaisiin my6s valita v =u x n.
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Tiedetddn (iii) tason piste ja tason normaali n = (a, b, ¢)
Halutaan (ii) tason piste ja kaksi tason suuntavektoria

Esimerkki

Pisteen (p1, p2) kautta kulkevan, vektoria (a, b) vastaan kohtisuoran suoran
parametriesitys on
(p17p2)+t(b)_a)a te R

Nyt vektoria (b, a) vastaan kohtisuora vektori (b, —a) Idydettiin “arvaamalla”.

Voitaisiinko vektoria (a, b, ¢) vastaan kohtisuora vektori |16ytda arvaamalla? Eris
tallainen vektori olisi u = (bc, ac, —2ab). Mutta jos (a, b, c) = (1,0, 0), niin

u = (0,0,0), miké ei kiinnosta. Koska vektoria u halutaan suuntavektorina,
vektori u ei saa olla nollavektori.
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Tiedetdan (iii) tason piste ja tason normaali n = (a, b, ¢)

Halutaan (ii) tason piste ja kaksi tason suuntavektoria

Lause

Tason (a, b, ¢)((x, y,z) — p) suuntavektoreiksi voidaan valita kaksi vektoreista
up=(b—c,c—a,a—b)
u; = (c—b,c+a,—(a+ b))
u3 =(—(b+c),a—c,a+b)
us=(b+c,—(a+c),b—a).

Siis vektoreista uy, . .. ,uy l6ytyy kaksi ei-yhdensuuntaista ei-nollavektoria.

Todistus.

Nahdédan, ettd ehdosta uj = tuy, j # k, seuraa t = £1. Ehdosta u; = tu, = suy,
missa t = +1, s = 41, seuraa a = b = ¢ = 0, mika on ristiriita. ]

v
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Tiedetdan (i) tason piste ja kaksi tason suuntavektoria
Halutaan (i) tason kolme pistetts

Lause

Tason
p+tu+sv, t,seR,

kolme pistetta p, q, r voidaan valita q = p+u ja r = p+v. Talléin p, q, r eivit

ole samalla suoralla.

Todistus.
Ohitetaan. my
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Tason esitystapoja, yhtalosta pisteisiin

Taso tunnetaan, jos tiedetdan

Edellisten lauseiden perusteella, voidaan aina edetd (iv) = (iii) = (ii) = (i)
Yleisten kaavojen johtaminen on hankalaa.
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