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Suorat avaruudessa R3

Olkoon L suora, joka kulkee pisteen Py = (xo, Y0, 20) kautta ja on vektorin
v = ai + bj + ck suuntainen. Olkoon piste O = (0,0, 0) origo.
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Suorat avaruudessa R3

Piste
O? = O_Po) + tv.
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P = (x,y,z) kuuluu suoralle L, jos ja vain jos on olemassa sellainen t € R, ett3
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Suorat avaruudessa R3

Piste
—
0P = OP) + tv.
—
Merkitdan O? =r ja OPy = ry, jolloin saadaan

r =rgo+ tv.
=] =
I1t3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta

P = (x,y,z) kuuluu suoralle L, jos ja vain jos on olemassa sellainen t € R, ett3
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Suorat avaruudessa R3

Maaritelma
Pisteen Py kautta kulkevan, vektorin v suuntaisen suoran parametriesitys

vektorimuodossa on
r=rg+tv, teR.

Tassa rg on pisteen Py paikkavektori.
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Suorat avaruudessa R3
Siis

r =rg+ tv,
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Suorat avaruudessa R3
Siis
r=rg+tv,
mihin voidaan sijoittaa

r=xi+yj+ zk
ro :X0i+y0j+20k
Saadaan

v = ai + bj + ck.
xi+yj+zk = xoi + yoj + zok + t(ai + bj + ck)
& xityjtzk =(xo+ ta)i+ (yo+ th)j+ (20 + to)k.

=] =
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Suorat avaruudessa R3
Siis
r=rg+tv,
mihin voidaan sijoittaa

r=xi+yj+ zk
ro :X0i+y0j+20k
Saadaan

v = ai + bj + ck.
xi+yj+ zk
& xi+yj+ zk

= xoi + Yoj + 2ok + t(ai + bj + ck)
= (x0 + ta)i + (yo + th)j + (20 + tc)k.
Vektorit ovat samat, jos niiden komponentit ovat yhta suuret.
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Suorat avaruudessa R3
Siis
r=rg+tv,
mihin voidaan sijoittaa

r=xi+yj+ zk
ro :X0i+y0j+20k
Saadaan

v = ai + bj + ck.

xi+yj+zk = xoi+ yoj + zok + t(ai + bj + ck)

& xityjtzk =(xo+ ta)i+ (yo+ th)j+ (20 + to)k.
Vektorit ovat samat, jos niiden komponentit ovat yhtd suuret.Saadaan siis
b%

= Xp + at
y

=yw+bt, tck
z =2zy+ct
=] 5
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Suorat avaruudessa R3

Maéaritelma

Pisteen Py kautta kulkevan, vektorin v suuntaisen suoran parametriesitys
vektorimuodossa on

r=ro+tv, teR
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Maéaritelma

Pisteen Py kautta kulkevan, vektorin v suuntaisen suoran parametriesitys
vektorimuodossa on

r=ro+tv, teR

Téassad rg on pisteen Py paikkavektori, v on suoran suuntavektori ja t on parametri.

Maaritelma

Pisteen Py kautta kulkevan, vektorin v suuntaisen suoran parametriesitys
koordinaattimuodossa on

X =X+ at
Yy =w+bt, teR
zZ =2zy+ct
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Suorat avaruudessa R3

Maéaritelma

Pisteen Py kautta kulkevan, vektorin v suuntaisen suoran parametriesitys
vektorimuodossa on
r=ro+tv, teR

Téassad rg on pisteen Py paikkavektori, v on suoran suuntavektori ja t on parametri.

Maaritelma

Pisteen Py kautta kulkevan, vektorin v suuntaisen suoran parametriesitys
koordinaattimuodossa on

X =X+ at
Yy =w+bt, teR
zZ =2zy+ct

Tassa Py = (xo, Y0, 20) ja v=(a,b,c) ja a, b, c ovat suoran suuntaluvut.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Ma3ritetadn pisteen Py = (0, —1,2) kautta kulkevan vektorin v = i+ 3j suuntaisen
suoran parametriesitys sekd vektorimuodossa ettd koordinaattimuodossa.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Ma3ritetadn pisteen Py = (0, —1,2) kautta kulkevan vektorin v = i+ 3j suuntaisen
suoran parametriesitys sekd vektorimuodossa ettd koordinaattimuodossa.

Merkitadn ro = —j + 2k.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Ma3ritetadn pisteen Py = (0, —1,2) kautta kulkevan vektorin v = i+ 3j suuntaisen
suoran parametriesitys sekd vektorimuodossa ettd koordinaattimuodossa.

Merkitaan ro = —j + 2k.Suoran parametriesitys vektorimuodossa on
r =ro-+tv

= (—j + 2k) + t(i + 3j)
=ti+(-1+3t)j+2k, teR.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Ma3ritetadn pisteen Py = (0, —1,2) kautta kulkevan vektorin v = i+ 3j suuntaisen
suoran parametriesitys sekd vektorimuodossa ettd koordinaattimuodossa.

Merkitdan rg = —j + 2k.Suoran parametriesitys vektorimuodossa on
r =ro-+tv
= (—j + 2k) + t(i + 3j)
=ti+(-1+3t)j+2k, teR.

Edelleen suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

x =0+1-¢t X =t
y =-143t, teR, & y =-1+43t, tekR
z =2+40-t z =2
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Suorat avaruudessa R3
L

P=(t—1+3t2)

)
r=ro+tv=1ti+(—1+3t)j+2k

Esimerkin suora r = ti + (—1 + 3t)j + 2k avaruudessa R>.

=] =
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X =t
y =-143t, teR
z =2

Mita pisteita suoralle kuuluu?
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

x =t
y =-1+3t, tek
z =2
Mita pisteita suoralle kuuluu?
Esimerkiksi piste (0, —1,2) on suoran piste, sill3 sijoittamalla x =0, y = —1 ja

z = 2 sekd valitsemalla t = 0, kaikki koordinaattimuotoiset yhtalot toteutuvat.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

x =t
y =-1+3t, tek
z =2
Mita pisteita suoralle kuuluu?
Esimerkiksi piste (0, —1,2) on suoran piste, sill3 sijoittamalla x =0, y = —1 ja

z = 2 sekd valitsemalla t = 0, kaikki koordinaattimuotoiset yhtalot toteutuvat.

Sen sijaan esimerkiksi piste (0,0, 0) ei ole suoran piste, silld olipa t mika tahansa
reaaliluku, niin yht3lé z = 2 ei toteudu, kun sijoitetaan x =y = z = 0.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X =t
y =-14+3t, tekR
z =2

Voidaanko suoralle kirjoittaa yht&ls?

V.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X =t
—1+3t, teR.
z =2

Voidaanko suoralle kirjoittaa yhtalo?

Joka tapauksessa z = 2 riippumatta parametrista t.

V.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X =t
=-1+3t, teR.
z =2

Voidaanko suoralle kirjoittaa yhtalo?

Joka tapauksessa z = 2 riippumatta parametrista t.

Lisdksi x =t ja y = —1 + 3t samalla parametrin t arvolla. Tast3 I16ydetaan yhteys

pisteille x ja y. Ratkaistaan parametri t kummastakin yht&losta, jolloin saadaan

—xijat=¥1
t=XxJjat="3".

V.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X =t
—1+3t, teR.
z =2

Voidaanko suoralle kirjoittaa yhtalo?
Joka tapauksessa z = 2 riippumatta parametrista t.

Lisdksi x =t ja y = —1 + 3t samalla parametrin t arvolla. Tast3 I16ydetaan yhteys
pisteille x ja y. Ratkaistaan parametri t kummastakin yht&losta, jolloin saadaan
t=xjat= %I.Suoran yhtélé normaalimuodossa on

y+1
X=—.

—2 A
“ 3

V.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X =t
=-1+3t, teR.
z =2

Voidaanko suoralle kirjoittaa yhtalo?

Joka tapauksessa z = 2 riippumatta parametrista t.

Lisdksi x =t ja y = —1 + 3t samalla parametrin t arvolla. Tast3 I16ydetaan yhteys
pisteille x ja y. Ratkaistaan parametri t kummastakin yht&losta, jolloin saadaan
t=xjat= %I.Suoran yhtélé normaalimuodossa on

X_y+1
==

z=2 A

Kyseessd on tasojen z =2 ja x = %1 leikkaussuora.

V.
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki
Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X =t
y =2, tekR
z =3
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X =t
y =2, tekR
z =3

Kyseessa on erikoistapaus, jossa suora on x-akselin suuntainen. Parametrille t on
vain yksi esitystapa, joten mitddn parametrista t riippuvaa ei voida asettaa yhta
suuriksi. Suoran yhtald normaalimuodossa on

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 11/14



Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Olkoot a, b, ¢ # 0. Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X = Xxp+ at
y :y0+bt7 tER,
z =2z +ct
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Olkoot a, b, ¢ # 0. Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X = Xxg+ at = =t
Yy =y+bt, teR, & rw o —t, tekR,
z =Zz+ct =a =t
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Olkoot a, b, ¢ # 0. Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

X = Xxg+ at = =t
Yy =y+bt, teR, & L =t, teR,
z =Zz+ct =a =t

Asettamalla parametrin t esitystavat yhta suuriksi, saadaan suoran yhtaloksi
normaalimuodossa
X=X Y=Y _ Z—2

a b c

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 12/14



Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Olkoot a, b, c € R. Tarkastellaan suoraa (x,y,z) = (xo + at, yo + bt, zo + ct),
t € R.

<
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Olkoot a, b, c € R. Tarkastellaan suoraa (x,y,z) = (xo + at, yo + bt, zo + ct),
t € R.

Jos a, b, c # 0, niin
X“X _Y—Y_2Z—-2
a b c

o
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Olkoot a, b, c € R. Tarkastellaan suoraa (x,y,z) = (xo + at, yo + bt, zo + ct),
t € R.

Jos a, b, c # 0, niin
X“X _Y—Y_2Z—-2
a b c

Jos a=0ja b,c # 0, niin

Y= _z7424

X=xp A b
c

o
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki

Olkoot a, b, c € R. Tarkastellaan suoraa (x,y,z) = (xo + at, yo + bt, zo + ct),
t € R.

Jos a, b, c # 0, niin
X“X _Y—Y_2Z—-2
a b c

Jos a=0ja b,c # 0, niin

Y= _z7424

X=xp A b
c

Jos a=b=0jac#0, niin

X=X AN Y=y

o
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Suorat avaruudessa R3

Esimerkki
Olkoot a, b, c € R. Tarkastellaan suoraa (x,y,z) = (xo + at, yo + bt, zo + ct),
teR.
Jos a, b, c # 0, niin
X“X _Y—Y_2Z—-2
a b c

Jos a=0ja b,c # 0, niin

kmxg N YW _ZZ 2
b c
Jos a=b=0jac#0, niin

X=X AN Y=y

Jos a= b = c =0, eli suoran suuntavektori on nollavektori, niin kyseessa ei ole
suora vaan pelkdstadn yksi piste (xo, Yo, 20)-

o
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Suorat avaruudessa R3

Maaritelma

Olkoot a, b, c € R, missa (a, b, c) ei ole nollavektori. Tarkastellaan suoraa
(x,y,2) = (xo + at, yo + bt,zy + ct), t € R.
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Suorat avaruudessa R3

Maaritelma

Olkoot a, b, c € R, missa (a, b, c) ei ole nollavektori. Tarkastellaan suoraa
(x,y,2) = (xo + at, yo + bt,zy + ct), t € R.

Muotoa
XX _Y—Y_2Z—2
a b c
ja
X=x A Y—Y _ZzZ-2%
b c
ja

X=x N Y=X

olevia yhtal6itd kutsutaan suoran yhtaloksi normaalimuodossa.
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