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Ristitulon laskukaava

Maaritelma

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita. Olkoon w avaruuden R3 vektori siten, ett3
(a) u-w=0jav-w=0,
(b) |w| = |u|v|sin 6, missi 6 on vektorien u ja v vilinen kulma,

(c) jarjestetty kolmikko (u,v,w) on positiivisesti suunnistettu (oikean kdden
systeemi).

Talldin w on vektorien u ja v ristitulo ja merkitddn w = u X v.

A w=uxv w on se vektori, jolle
Hu-w=0, v-w=0
(if) [w| = [ul|v|sin6
(iil) (u,v,w) pos.suun.
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Ristitulon laskukaava

seuraavalla tavalla.

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
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Ristitulon laskukaava

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
seuraavalla tavalla.

Lause

Olkoot u = ui + wpj + usk ja v = vii + voj + v3k.
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Ristitulon laskukaava

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
seuraavalla tavalla.

Lause

Olkoot u = ui + wpj + usk ja v = vii + voj + v3k.

Talloin
uxv=(upv;—uw)i+ (uvi —wuvi)j+ (u1ve — uavik.
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Ristitulon laskukaava

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
seuraavalla tavalla.

Lause
Olkoot u = wyi + upj + uzk ja v = v1i + voj + vzk.
Talléin

uxv=_(mpv;— uwwn)i+ (uzvy — u1v3)j+ (u1ve — uavy k.

Esimerkki

Olkoon u=1-i+ 2j+ 3k ja v= —b5i+ 7j+ 11k. Nyt

uxv=( )i+ ( )i+ ( )k
w
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Ristitulon laskukaava

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
seuraavalla tavalla.

Lause
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Ristitulon laskukaava

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
seuraavalla tavalla.

Lause
Olkoot u = wyi + upj + uzk ja v = v1i + voj + vzk.
Talléin

uxv=_(mpv;— uwwn)i+ (uzvy — u1v3)j+ (u1ve — uavy k.

Esimerkki

Olkoon u=1-i+ 2j+ 3k ja v= —b5i+ 7j+ 11k. Nyt

uxv=(2-11-3-7)i+(3-(=5)—1-11)j+ ( )k
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Ristitulon laskukaava

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
seuraavalla tavalla.

Lause
Olkoot u = wyi + upj + uzk ja v = v1i + voj + vzk.
Talléin
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Esimerkki

Olkoon u=1-i+ 2j+ 3k ja v= —b5i+ 7j+ 11k. Nyt

uxv=(2-11-3-7)i+(3-(-5)—1-11)j+ (1-7—2-(=5))k
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Ristitulon laskukaava

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
seuraavalla tavalla.

Lause
Olkoot u = wyi + upj + uzk ja v = v1i + voj + vzk.
Talléin

uxv=_(mpv;— uwwn)i+ (uzvy — u1v3)j+ (u1ve — uavy k.

Esimerkki

Olkoon u=1-i+ 2j+ 3k ja v= —b5i+ 7j+ 11k. Nyt

uxv=(2-11-3-7)i+(3-(=5)—1-11)j+ (1-7—2-(=5))k
=(22—21,-15— 11,7 + 10)

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 4/9



Ristitulon laskukaava

Jos vektorien u ja v komponentit tiedetdan, niin ristitulo voidaan laskea
seuraavalla tavalla.

Lause
Olkoot u = wyi + upj + uzk ja v = v1i + voj + vzk.
Talléin

uxv=_(mpv;— uwwn)i+ (uzvy — u1v3)j+ (u1ve — uavy k.

Esimerkki
Olkoon u=1-i+ 2j+ 3k ja v= —b5i+ 7j+ 11k. Nyt
uxv=(2-11-3-7)i+(3-(-5)—1-11)j+(1-7—2-(=5))k
= (22 -121,—-15 - 11,7+ 10)
= (1,-26,17).
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Ristitulon laskukaava

Maéritelma

Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita. Olkoon w avaruuden R3 vektori siten, ett3
(a) u-w=0jav-w=0,

(b) |w| = |ul|v|sin8, missd 6 on vektorien u ja v vilinen kulma,

(c) jarjestetty kolmikko (u,v,w) on positiivisesti suunnistettu (oikean kéden
systeemi).

Talloin w on vektorien u ja v ristitulo ja merkitddn w = u x v.

Lause
Olkoot u = u1i + upj + uzk ja v = vii + voj + vsk.
Talloin

uxv=_(upvs— uwn)i+ (uzvy — u1v3)j+ (u1ve — uavp k.

Todistetaan tama lause.
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Ristitulon laskukaava

Todistus. Merkitaan
w = (tovz — uzw)i+ (uzvi — t1v3)j + (u1ve — tavy k.

ja osoitetaan, ettd w toteuttaa ristitulon maaritelman ehdot.

ERT- = E z wace
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Ristitulon laskukaava

Todistus. Merkit3an
w = (v — usw)i+ (u3vs — 11 v3)j + (urve — tpvy k.

ja osoitetaan, ettd w toteuttaa ristitulon maaritelman ehdot.

Pistetulon maaritelman nojalla saadaan

u-w = U]_(U2V3 — U3V2) + U2(U3V]_ — U1V3) + U3(U1V2 — U2V]_)

m] = = =
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Ristitulon laskukaava

Todistus. Merkit3an

u-w
54

w = (v — usw)i+ (u3vs — 11 v3)j + (urve — tpvy k.
ja osoitetaan, ettd w toteuttaa ristitulon maaritelman ehdot.
Pistetulon maaritelman nojalla saadaan

= U]_(U2V3 — U3V2) + U2(U3V1 — U1V3) + U3(U1V2 — u2v1)
u-w

= UilpV3 — U1U3Vp + UU3V1 — UpU1V3 + U3U1Vo — U3laV
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Ristitulon laskukaava

Todistus. Merkit3an
w = (v — usw)i+ (u3vs — 11 v3)j + (urve — tpvy k.

ja osoitetaan, ettd w toteuttaa ristitulon maaritelman ehdot.
Pistetulon maaritelman nojalla saadaan
= ui(uavs — u3v2) + ta(u3vy — urv3) + us(urve — wpvy)

u-w
U-wW = UjlpVvz — UjU3Vo + UplU3V] — UpU1V3 + U3l Vo — U3l Vy
u-w

<
< = Uil vy — TTH3V2 + Upkis¥{ — UaUtV3 + Uzt \y — Tzted/]
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Ristitulon laskukaava

Todistus. Merkit3an
w = (v — usw)i+ (u3vs — 11 v3)j + (urve — tpvy k.

ja osoitetaan, ettd w toteuttaa ristitulon maaritelman ehdot.

Pistetulon maaritelman nojalla saadaan

u-w = U]_(U2V3 — U3V2) + U2(U3V1 — U1V3) + U3(U1V2 — U2V]_)
=2 U-wW = UjlpVvz — UjU3Vo + UplU3V] — UpU1V3 + U3l Vo — U3l Vy
< U-W = UiloVs — TUTH3 V) + Uil — Uslv3 + T3tip\p — Uzhle]
& u-w =0
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Ristitulon laskukaava

Todistus. Merkit3an
w = (v — usw)i+ (u3vs — 11 v3)j + (urve — tpvy k.

ja osoitetaan, ettd w toteuttaa ristitulon maaritelman ehdot.

Pistetulon maaritelman nojalla saadaan

u-w = U]_(U2V3 — U3V2) + U2(U3V1 — U1V3) + U3(U1V2 — U2V]_)
=2 U-wW = UjlpVvz — UjU3Vo + UplU3V] — UpU1V3 + U3l Vo — U3l Vy
< U-W = UiloVs — TUTH3 V) + Uil — Uslv3 + T3tip\p — Uzhle]
& u-w =0

Vastaavasti v-w = 0.
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u||v|sin§. Saadaan, ettd

|u[?|v|?sin® @

[} = -
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u||v|sin§. Saadaan, ettd

|u|2|v|2 sin® 6

= |ul?|v|?(1 — cos? §)

[} = -
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u||v|sin§. Saadaan, ettd
luf?|v|?sin® 6

= |ul?|v|?(1 — cos® 0)
= |u?|v[? —[ul?|v|* cos® ¢
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u|v|sin §. Saadaan, ett3

lu[?|v|?sin® 6

= [ul?|v|? = |uf?|v|? cos? 0
= [ul?|v|? = (Jufv| cos )

[} = =
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u|v|sin §. Saadaan, ett3
|u[?|v|?sin® @

= [ul?|v[? = (Jufjv| cos 0)?
= [ul?|v[? = (u-v)?

[} = =
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u|v|sin §. Saadaan, ett3
|u|2|v|2 sin® 6

| VI? = (u - v)?

+ U5+ u3)(vi+vE+v3) —

~Ju
(u

(1vi + tova + uzv3)

[} = =
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u|v|sin §. Saadaan, ettd
luf?|v[?sin® 6
= (uf + 3 + 3)(F +v3 + ) — (v + upve + u3v3)?
ufvl2 + ufv22 + ufv32 + u§v12 + u%v22 + u%v_% + u%vl2 + u§v22 + u§v§
—U1V12 — uUiviusVvp — U3 viuzVva
—UVou1v1 — U%sz — U VU3 V3
—U3V3UIV] — U3V3UpVa — U3VE

m] = = =
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u||v|sin 0. Saadaan, ettd
luf?|v[?sin? 6

—Yrvy — ivilzVve — Upvilzvs

= ugvi + uiv3 + uivi + u3VE + UG + U3V + U3V + U3V5 + U5
2
—Uurvou1vi —b%\(g\— uxvouzVvs3

—UuzV3UiVy — U3V3Ua Vo —ﬁ%{
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u||v|sin 0. Saadaan, ettd
luf?|v[?sin? 6

—Up\ourvT — 133 — 2UpVoUi3v3

U3 VaHVT — U3V3bovy —

= U3V + V3 + uivi + UV + UG + 13V + U3V + u3vs + D3
1 — 2U1V1U2V2 — 2U1V1U3V3

=] =
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u|v|sin §. Saadaan, ettd

u[?|v|?sin? 6

_H("/Z+ UV + U35 + UsVE + URNE + UsVE + U3VE + u3vE + U3

—M— 2U1VilpVy — 2U1 V1 U3V3

—UpvorvT — U3G — 2Up Vo Uiz V3
— U3 VB HTVT — U3Vatipvs —

22 2,3
= u; v3 —2upv3u3vo + u3v2

+u3v1 — 2u3viuyvs + u1 v32
UV — 2uvaupvy + LBV

=] 5
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten,

ettd |w| = |u||v|sin 6. Saadaan, ettd
luf?|v[?sin? @

UsVE — 2upvauzva + U3V
2

2 2
+usvi — 2u3viuivs + UTv;

2
Vi
= (u2v3 — uzv2)? + (u3v1 — 1 v3)® + (U1 v —
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u||v|sin§. Saadaan, ettd
|u[?|v|? sin® 6

= (U2;/3 - U3V2)2 + (uzvg — 111V3)2 + (u1vo — UzV1)2
= [wl*.

[} = =
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Ristitulon laskukaava

Osoitetaan sitten, ettd |w| = |u|v|sin §. Saadaan, ettd

luf?|v[?sin® 6

= (uav3 — u3v2)? + (u3v1 — u1v3)? + (1 vo — wpvy)?
= |wl|>.

Siis |w| = |u]|v]|sin#.

[} = =
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Ristitulon laskukaava

w = (U2V3 — U3V2)i + (U3V1 - U1V3)j + (U1V2 — U2V1)k.

Osoitetaan vield, ettd kolmikko (u, v, w) on positiivisesti suunnistettu. Kierretdan
koordinaatistoa siten, ettd u on positiivisella x-akselilla ja v on xy-tason siina
puolikkaassa, jossa pisteiden y-koordinaatti on ei-negatiivinen. Talléin voidaan
merkitd

u=xi

v = xoi + o,

missa x; > 0 ja y» > 0. Talléin vektori w = x1y»>k, missd x;y» > 0. Siis vektori
w = x1 )2k suuntautuu positiivisen z-akselin suuntaan ja kolmikko (u,v,w) on
positiivisesti suunnattu.
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Ristitulon laskukaava

Siis vektori

W — (U2V3 — U3V2)i =+ (U3V1 — U1V3)j =+ (U1V2 — U2V1)k
toteuttaa ristitulon maaritelman ehdot. Siis

uxw = (tvs—uwn)i+ (u3vi — u1v3)j+ (u1ve — uovy)k

[} = =
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