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Tason yhtalo determinantin avulla lausuttuna

Kolmen pisteen kautta kulkevan tason yhtélé voidaan lausua determinantin avulla.

Lause
Olkoot

p= (pla P2, p3)7
q = (q1, %, G3);
r= (r17 rn, r3)7
kolme pistettd, jotka eivit ole samalla suoralla.
Pisteiden p, q, r kautta kulkevan tason yhtalé on
X y z P1 P2 P3

i —P1 G2—P2 q3—pP3 |=| qr—P1 G —pP2 G3—pP3
n—p1 rn—p2 R3—p3 n—p1 rn—p2 3—p3
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Tason yhtalo determinantin avulla lausuttuna

Todistus. Tasolla on parametrisointi

p+t(g—p)+s(r—p),

t,s e R,
missd u = g — p ja v = r — p ovat tason suuntavektorit.
Tason normaali n = u x v toteuttaa

ik i j k
nN=uXv=|u U U3 |=|q—p1 G—pP2 qg3—p3
Vi V2 V3 n—p1 n—p2 i3—p3

=] =
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Tason normaali n = u x v toteuttaa

i i k
nN=1q—pP1 qQ2—pP2 qG3—pP3
n—pr n—p n3—p3

Merkitddn X = (x,y, z). Tason yht3ld on muotoa

n-(X—p) =0

e "'(X_Play_P2aZ—P3) =
=

=] 5

n-[(x—p)i+(y — p2)i(z— p3)k] =0.
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Tason yhtalo determinantin avulla lausuttuna

Tason yht&lé on muotoa
n-[(x = p1)i+ (y — p2)i(z — p3)k] = 0.
Sijoittamalla tdhdn vektorin n esitys, saadaan
i ] k

g —pP1 G@—pP2 g—p3 | [(x=p1)i+(y—p2)i(z—p3)k] =0
n—p1 nn—p2 n3—p3

X=pP1 Y—Pp2 Z—p3
= Gi—P1 G—p2 ga—p3s| =0
n—pr nR—Pp2 n3—p3
X y z pP1 P2 P3
< Gi—P1 Q=P G—p3s |—| G1—P1 @2—p2 g—p3s| =0.
n—pr rn—p2 n3—p3 n—p1 n—p R—p3
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Tason yhtalo determinantin avulla lausuttuna

Tason yhtéld on

X y z P1 P2 p3
d—pP1 Q@—pP2 qG3—pP3 |—| q1—P1 G2—pP2 Qg3 —p3
n—pr rn—p2 n3R—p3 n—p1r rn—p2 n3—p3

eli

X y z P1 p2 p3
qi—pP1 qx— P2 qG3—PpP3 | = | q1—P1 q2—pP2 43— p3
n—p1 nR—p2 RB—pP3 n—p1r n—p2 n3—p3

=] =
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Tason yhtalo determinantin avulla lausuttuna

Saatiin johdettua tason yhtalo

X y z P1 P2 P3
qi—pP1 q—pP2 qG3—PpP3 | = | q1—P1 q2—PpP2 43— p3
n—p1 n—p2 n3—p3 n—p1r n—p2 n3—p3

Oikeaa puolta voi vield vahan sieventaa.

Huomautus

Determinantin laskusdantdjen perusteella saatu pisteiden p, g, r kautta kulkevan
tason yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa

X y z P1 P2 P3
gi—P1 G2—Pp2 G3—PpP3 |=| q1 G Q3
n—p1r n—p2 B3—p3 n n n
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Tason yhtalo determinantin avulla lausuttuna

Huomautus

Saatu tason yht3l6 voidaan tarkastaa sijoittamalla pisteet p, g, r vuoron perdan
yhtal6on. Yhtilo on

X y z P1 P2 P3
q —P1 GQ2—PpP2 G3—pP3 |=| d1—P1 G2—pP2 q3—pP3
n—pr n—p2 nB—p3 n—p1 n—p2 RB—p3

Sijoittamalla (x, y, z) = (p1, p2, p3) saadaan

P1 P2 P3 P1 p2 P3
q—pP1 Q2—pP2 gG3—PpP3 |=| 91— pP1 G2—pP2 qG3—p3 |,
n—p1 rn—p2 i3—p3 n—p1 n—p2 3—p3

mika on selvasti totta.
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Tason yhtalo determinantin avulla lausuttuna

Huomautus
Sijoittamalla (x, y, z) = (q1, 92, g3) saadaan
q1 g2 g3 P1 P2 p3

qr—pP1 q—pP2 qG3—pP3 [ =| q1—pP1 q—p2 q3—p3 |,
n—pr n—p2 RB—p3 n—p1 nNn—p2 1B3—p3

ja siirtamalla oikean puolen termi vasemmalle saadaan

di—pP1 G2—PpP1 qG3—p1

G1—p1 G—p2 qs—ps |=0.

n—pr n—p2 B3—p3
Koska saadussa determinantissa on kaksi identtista rivia, determinantin arvo on
nolla. Siis piste g toteuttaa johdetun yhtalon.

Vastaavasti piste r toteuttaa johdetun yhtalon.
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Tason yhtalo determinantin avulla lausuttuna

Huomautus

Olkoon tason parametriesitys

p + tu + sv.
Talloin tason yhtalo on
x y z P1 P2 P3
u Uy U3z = uy Uy U3
Vi V2 V3 Vi V2 Vv3

Esimerkki
Tason
(1,0,7) + t(2,4,0) + s(—2,2,3), t,sER,
yht3l6 on
X y z 1 0 7
2 4 0|=| 2 4 0
-2 2 3 -2 2 3

v

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 10/ 10




	Johdanto
	Tason yhtälö determinantin avulla lausuttuna


