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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?
Tasossa voidaan tarkastella kahden eri kuvion valista etdisyyttd. Mahdollisia

kuvioita ovat esimerkiksi piste, suora, ympyrd ja monikulmio.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?

Tasossa voidaan tarkastella kahden eri kuvion valista etdisyyttd. Mahdollisia
kuvioita ovat esimerkiksi piste, suora, ympyrd ja monikulmio.

Y p=(1,2) 6
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen p = (1,2) etdisyys pisteestd q = (7, —2).
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen p = (1,2) etdisyys pisteestd g = (7, —2).Tarkastellaan vektoria
u=pd=qg—p=(7-1,-2-2) = (6,—4).
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen p = (1,2) etdisyys pisteestd g = (7, —2).Tarkastellaan vektoria
u=pd=qg—p= (7—1,—-2—2) = (6, —4).Pythagoraan lauseella saadaan

dist(p, q) = |u| = v/62 + (—4)2 = V52 = 2V/13 =~ 7, 21.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen p = (1,2) etdisyys pisteestd g = (7, —2).Tarkastellaan vektoria
u=pd=qg—p= (7—1,—-2—2) = (6, —4).Pythagoraan lauseella saadaan

dist(p, q) = |u| = v/62 + (—4)2 = V52 = 2V/13 =~ 7, 21.

Toisaalta, voidaan suoraan kayttdad pisteiden koordinaatteja, jolloin saadaan sama
tulos

dist(p, q) = V(a1 — p1)? + (@2 — p2)> = ... = 2V13.

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 3/12



Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen p = (1,2) etdisyys pisteestd g = (7, —2).Tarkastellaan vektoria
u= ;7/ =q—p=(7—1,—-2—2) = (6,—4).Pythagoraan lauseella saadaan

dist(p, q) = |u| = /6% + ( =v52=2V13~7,21.

Toisaalta, voidaan suoraan kayttdad pisteiden koordinaatteja, jolloin saadaan sama
tulos

dist(p, q) = V(a1 — p1)? + (@2 — p2)> = ... = 2V13.

Huomautus

Pisteiden valisen etdisyyden neli6 olisi helpompi laskea

dist(p, q)° = (q1 — p1)* + (g2 — p2)° = ... = 52.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?

Maaritelma

Kahden kuvion A ja B vélinen etdisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
missa p € A ja g € B.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Maaritelma

Kahden kuvion A ja B vélinen etdisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
missa p € A ja g € B.

Esimerkki

Tarkastellaan pistettd g = (3,4) ja suoraa p(t) = (1,1) + ¢(2,1) = (1 +2t,1 + t),
teR.

’
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Maaritelma

Kahden kuvion A ja B vélinen etdisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
missa p € A ja g € B.

Esimerkki
Tarkastellaan pistettd g = (3,4) ja suoraa p(t) = (1,1) + t(2,1) = (1 +2¢t,1 + ¢),
t € R.Lasketaan etdisyyden nelid
dist(p(t),q)? = (1 +2t —3)> + (1 +t — 4)* = (2t — 2)* + (t — 3)?
=42 —8t+4+1t° —6t+9 =5t — 14t + 13

14 7 7 72
=5|t?— —¢t|+13=5 -2 - —t+ — — — | +13
[ 5 }“L [ 5 +52 52 +
7., 16
=5(t— = =,
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Maaritelma

Kahden kuvion A ja B vélinen etdisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
missa p € A ja g € B.

Esimerkki
Tarkastellaan pistettd g = (3, 4) ja suoraa p(t) = (1,1) + ¢(2,1) = (1 +2¢t,1 + t),
t € R.Lasketaan etdisyyden nelid
dist(p(t),q)? = (1 +2t —3)> + (1 +t — 4)* = (2t — 2)* + (t — 3)?
=4t -8t +4+t° -6t +9 =52 — 14t +13

14 7 7 72
=5|t?— —¢t|+13=5 -2 - —t+ — — — | +13
[ 5 }“L [ 5 +52 52 +
7., 16
=5(t— = =,

Siis pistettd g lahin piste on p(7/5) = (19/5,12/5) = (3.8,2.4) ja
dist(p(7/5),q) = 1/16/5 = 4//5 ~ 1,79.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?
teR.

Tarkastellaan pistettd g = (3,4) ja suoraa p(t) = (1,1) +¢(2,1) = (1 +2t,1+ t),

.q = (374)
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?
teR.

Tarkastellaan pistettd g = (3,4) ja suoraa p(t) = (1,1) +¢(2,1) = (1 +2t,1+ t),

q= (374)

lap| < lgr|
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?
teR.

Tarkastellaan pistettd g = (3,4) ja suoraa p(t) = (1,1) +¢(2,1) = (1 +2t,1+ t),

q= (374)
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?
teR.

Tarkastellaan pistettd g = (3,4) ja suoraa p(t) = (1,1) +¢(2,1) = (1 +2t,1+ t),

q= (374)

lap| < lgr|
& ap < |grl?
/.'y < apl* < lapl® + |prf?
i X
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?
Maaritelma

missda p € Aja g € B.

Kahden kuvion A ja B vilinen etiisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Maaritelma

Kahden kuvion A ja B vilinen etiisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
missda p € Aja g € B.

Esimerkki

Pistettd g = (3,4) ldhin suoran p(t) = (1,1) + t(2,1) = (1 +2¢t,1+¢), t eR
piste on (19/5,12/5).

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 6/12



Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Maaritelma

Kahden kuvion A ja B vilinen etiisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
missda p € Aja g € B.

Esimerkki

Pistettd g = (3,4) ldhin suoran p(t) = (1,1) + t(2,1) = (1 +2¢t,1+¢), t eR
piste on (19/5,12/5).Merkitdan

u=(2,1), v=(3,4)—(19/512/5) = %(—4, 8).
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Maaritelma

Kahden kuvion A ja B vilinen etiisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
missda p € Aja g € B.

Esimerkki
Pistettd g = (3,4) ldhin suoran p(t) = (1,1) + t(2,1) = (1 +2¢t,1+¢), t eR
piste on (19/5,12/5).Merkitdan
1
u=(2,1), v=(3,4)—(19/5,12/5) = g(—4,8).

Talldin u-v=0.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Maaritelma

Kahden kuvion A ja B vilinen etiisyys dist(A, B) on minimi etdisyyksista p, g,
missda p € Aja g € B.

Esimerkki
Pistettd g = (3,4) ldhin suoran p(t) = (1,1) + t(2,1) = (1 +2¢t,1+¢), t eR
piste on (19/5,12/5).Merkitdan
1
u=(2,1), v=(3,4)—(19/5,12/5) = E(_4’8)'

Talldin u-v=0.

Lause
Pistettad q lahin suoran p(t) = po + tu piste p; toteuttaa (g — p1)-u = 0.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?

Pistettd q I3hin suoran p(t) = pg + tu piste p; toteuttaa (g — p1)-u=0.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?
Lause

Pistettd q I3hin suoran p(t) = pg + tu piste p; toteuttaa (g — p1)-u =0

Lause voidaan muotoilla yhtédpitdvasti toisella tavalla.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Lause

Pistettd q I3hin suoran p(t) = pg + tu piste p; toteuttaa (g — p1)-u=0.

Lause voidaan muotoilla yhtédpitdvasti toisella tavalla.

Lause

Tarkastellaan suoraa L ja suoran ulkopuolista pistettd Q. Olkoon P, R € L kaksi
eri pistettd. Oletetaan, ettd kulma ZQPR on suora. Talléin P on suoran pisteistad
ldhimpana pistettd Q.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Lause

Pistetta q ldhin suoran p(t) = po + tu piste p; toteuttaa (q — p1) -u = 0.

Lause voidaan muotoilla yhtédpitdvasti toisella tavalla.

Lause

Tarkastellaan suoraa L ja suoran ulkopuolista pistettd Q. Olkoon P, R € L kaksi
eri pistettd. Oletetaan, ettd kulma £ QPR on suora. Talléin P on suoran pisteistd
ldhimpana pistettd Q.

Todistus.
Olkoon A € L, A # P. Pythagoraan lauseen perusteella

|QAl = VIQPI? + [PAR > v/|QP2 +0 = |QP.

O

4
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa IR?

Q

[QA]* = |QP|* + [PA® > QP

= |QA| > QP
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Lause

Tarkastellaan suoraa L ja suoran ulkopuolista pistettd Q. Olkoon P, R € L kaksi
eri pistettd. Oletetaan, ettd kulma ZQPR on suora. Talléin P on suoran pisteistd
ldhimpana pistettd Q.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Lause
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eri pistettd. Oletetaan, ettd kulma ZQPR on suora. Talléin P on suoran pisteistd
ldhimpana pistettd Q.
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|QAl = VIQPI? + [PAR > v/|QP2 +0 = |QP.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Lause

Tarkastellaan suoraa L ja suoran ulkopuolista pistettd Q. Olkoon P, R € L kaksi
eri pistettd. Oletetaan, ettd kulma ZQPR on suora. Talléin P on suoran pisteistd
ldhimpana pistettd Q.

Todistus.
Olkoon A € L, A # P. Pythagoraan lauseen perusteella

|QAl = VIQPI? + [PAR > v/|QP2 +0 = |QP.

O

4

Siis Pythagoraan lauseesta johtuen kohtisuorat etdisyydet ovat lyhimpia! Tama
patee yleisestil
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Lause

Tarkastellaan suoraa L ja suoran ulkopuolista pistettd Q. Olkoon P, R € L kaksi
eri pistettd. Oletetaan, ettd kulma ZQPR on suora. Talléin P on suoran pisteistd
1dhimpana pistettd Q.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Lause

Tarkastellaan suoraa L ja suoran ulkopuolista pistettd Q. Olkoon P, R € L kaksi
eri pistettd. Oletetaan, ettd kulma ZQPR on suora. Talléin P on suoran pisteistd
1dhimpana pistettd Q.

Seuraus

Pisteen q etaisyys suorasta L, jolla on parametriesitys p(t) = po + tu, toteuttaa
dist(q, L) = |(q — po) — [(9 — po) - 0] - &

Jja
I(g — po) x ul

diSt(q’ L) = |(q - pO) X l"\‘| = |u|
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Lause

Tarkastellaan suoraa L ja suoran ulkopuolista pistettd Q. Olkoon P, R € L kaksi
eri pistettd. Oletetaan, ettd kulma ZQPR on suora. Talléin P on suoran pisteistd
1dhimpana pistettd Q.

Seuraus

Pisteen q etaisyys suorasta L, jolla on parametriesitys p(t) = po + tu, toteuttaa

dist(q, L) = [(¢ — po) — [(¢ — po) - @] - O

Jja
. N g—po) Xu
dis( ) = I(q — po) x o = [ A=)
Todistus.
Tulos seuraa vektoriprojektion ja ristitulon ominaisuuksista. |

V.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki
Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + £(2,1), t e R
valinen etdisyys. Merkitddn v =g — pp = (3,4) — (1,1) = (2,3). Nyt etéisyys on
vektorin
_ N v-u
w=v—(v-d)i=v |u|2u

pituus.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + £(2,1), t e R
valinen etdisyys. Merkitddn v =g — pp = (3,4) — (1,1) = (2,3). Nyt etéisyys on
vektorin v-u

w:v—(v~ﬁ)ﬁ=v—Wu

pituus.Nyt v-u=(2,3)-(2,1)=4+3=7ja|u?=22+12=5.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + £(2,1), t e R
valinen etdisyys. Merkitddn v =g — pp = (3,4) — (1,1) = (2,3). Nyt etéisyys on
vektorin v-u

w:v—(v~ﬁ)ﬁ=v—Wu

pituus.Nyt v-u = (2,3) - (2,1) =4 +3 =7 ja |u]? = 22 + 12 = 5 Siis

w=(2,3) - g(z, 1) = %(—4, —6)
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki
Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + £(2,1), t e R
valinen etdisyys. Merkitddn v =g — pp = (3,4) — (1,1) = (2,3). Nyt etéisyys on
vektorin

_ v-u
=v i u

pituus.Nyt v-u = (2,3) - (2,1) =4 +3 =7 ja |u]? = 22 + 12 = 5 Siis

=(2,3) - (2 1) = (—47 —6)

ja |w| = 142 +82 = ,/80/25 = \/16/5 = 4/\/5. Siis etsitty etdisyys on 4/\/_
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + t(2,1), t e R
valinen etdisyys.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + t(2,1), t e R
vélinen etdisyys.Merkitddn v =g — po = (3,4) — (1,1) = (2, 3).
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki
Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + t(2,1), t e R
vilinen etdisyys.Merkitddn v = g — po = (3,4) — (1,1) = (2, 3).Nyt etdisyys on

vektorin
vXu

W —
|ul

pituus.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki

Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + t(2,1), t e R
vilinen etdisyys.Merkitddn v = g — po = (3,4) — (1,1) = (2, 3).Nyt etdisyys on
vektorin

vXu

|ul
pituus.Nyt v x u=(2,3) x (2,1) =(2-1—-3-2)k = —4k ja
lul = v22+12 = /5.
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki
Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + t(2,1), t e R
vilinen etdisyys.Merkitddn v = g — po = (3,4) — (1,1) = (2, 3).Nyt etdisyys on

vektorin
vXu

|ul
pituus.Nyt v x u=(2,3) x (2,1) =(2-1—-3-2)k = —4k ja
lul = V22 4 12 = /5 Siis

W= - ku |W|:

5

A
V5
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Pisteen etiisyys suorasta tasossa R?

Esimerkki
Lasketaan pisteen g = (3,4) ja suoran p(t) = po + tu = (1,1) + t(2,1), t e R
vilinen etdisyys.Merkitddn v = g — po = (3,4) — (1,1) = (2, 3).Nyt etdisyys on

vektorin
vXu

|ul
pituus.Nyt v x u=(2,3) x (2,1) =(2-1—-3-2)k = —4k ja
lul = V22 4 12 = /5 Siis

W= —

k, |w|=

5

A
V5

Siis etsitty etaisyys on 4/1/5.
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