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Tasojen leikkaussuora

Esimerkki
Tasot T7 ja T, joiden yhtalot ovat

Ty : x+2y+3z =7
T, : 2x +4y +6z =16

eivat leikkaa. Nimittain jalkimmainen yhtilo voidaan jakaa puolittain luvulla 2 ja
saadaan

Ty : X+2y+3z =7

T, : xX+2y+3z =8

Jos tasoilla olisi yhteinen leikkauspiste (xo, Yo, 20), niin patisi
7= X0+ 2yp + 3z = 8,

mikd on mahdotonta. Tasot ovat siis yhdensuuntaisia.
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Tasojen leikkaussuora

Esimerkki
Tasot Ty ja Ty, joiden yhtalot ovat

Ty : x+2y+3z =7
T, : 2x+4y +6z =16

eivat leikkaa. Nimittéin tasojen erdat normaalit ovat n; = (1,2,3) ja

ny = (2,4,6). Nadhdain, ettd n; = tny jollakin t € R\ {0}, eli tasojen normaalit
ovat yhdensuuntaiset. (Ekvivalentisti n; x ny = 0.) Siis tasot ovat
yhdensuuntaiset.
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Tasojen leikkaussuora
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Tasojen leikkaussuora

Esimerkki
Tasot Ty ja T, joiden yhtalot ovat
Ty : x—y =3
Ty : x+y+z =0
leikkaavat. Tama voidaan ndhda monella eri tavalla.

Nihd3an, ettd piste (4,1, —5) toteuttaa molempien tasojen yhtilst. Siis ainakin
yksi leikkauspiste on olemassa. Leikkauspisteitd taytyy toki olla enemmankin.

Tasojen yhtalo esittavat selvasti ei-yhdensuuntaisia tasoja. Toista ei saada toisesta
kertomalla vakiolla.
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Tasojen leikkaussuora
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Tasojen leikkaussuora

Esimerkki
Tasot Ty ja Ty, joiden yhtalot ovat

T : x—y =3
T, : x+y+z =0
leikkaavat. Tdma voidaan nahda monella eri tavalla.

Tasojen normaalit ny = (1,—1,0) ja n; = (1,1, 1) eivat ole yhdensuuntaisia.
Vektori tny = (t,—t,0) # (1,1,1) kaikilla t € R, koska kolmannet komponentit
eivat ole samat.

Normaalit n; ja ny eivat ole yhdensuuntaisia myoskaan siitd syysta, ettd

u=n; xnp=(1,-1,0) x (1,1,1) = (-1,-1,2) #0.
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Tasojen leikkaussuora

Tason yhtalo on: (1)*x+(1)*y+(1)*z=0

. n=(1.1.1) |
’ -
=(1,-1,0)
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Tasojen leikkaussuora

Esimerkki
Tarkastellaan tasoja Ty ja T,, joiden yhtalot ovat

T : x—y =3

Ty : x+y+z =0
Koska normaalit n; = (1,—1,0) ja np = (1,1,1) eivat ole yhdensuuntaisia,
tasoilla on yhteinen leikkaussuora. Leikkaussuora on kummankin tason suuntainen

ja sen vuoksi sen suuntavektori on kohtisuorassa vektoreita n; ja np vastaan. Siis
suuntavektoriksi voidaan valita ristitulo

u=n; xnp = (1,-1,0) x (1,1,1) = (-1,-1,2).

Piste (4,1, —5) toteuttaa molempien tasojen yhtalét ja kuuluu siis tasojen
leikkaussuoralle. Tasojen leikkaussuoran parametriesitykseksi saadaan

r=(4,1,-5) + t(-1,-1,2).
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Tasojen leikkaussuora

Tason yhtalo on: (1)*x+(1)*y+(1)*z=0
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Tasojen leikkaussuora

Esimerkki

Tarkastellaan tasoja Ty ja T;, joiden yhtilot ovat

T : 2x—y =3
T, : x+y+3z =1.

Leikkaussuoran pisteet toteuttavat kummankin yhtalon ja siis

A=2x—y—-3=0
B=x+y+3z-1=0, (x,y,z)€ T1NT,.

Siis, koska A = B = 0, niin leikkaussuoran pisteissa
aA+pBB=a(2x—y—-3)+B(x+y+3z—-1)=0.

Siis leikkaussuoran pisteet toteuttavat yhtdlon

Qa+B)x+(—a+B)y+(0-a+38)+ (—3a—p6)=0.

y
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Tasojen leikkaussuora

Esimerkki (jatkuu)

Siis, koska A = B = 0, niin leikkaussuoran pisteissa
aA+pB=a(2x—y—-3)+p(x+y+3z—-1)=0.
Siis leikkaussuoran pisteet toteuttavat yhtdlon
a4+ B)x+(—a+B8)y+(0-a+38)+ (-3a—p)=0.

Tama yht3lo on muotoa ax + by + cz = d ja on siis tason yhtald! Siis kyseess3 on
jokin tasojen Ty ja T leikkaussuoran kautta kulkeva yhtalo.

V.

Vastaava paattely voidaan tehd3 yleisesti. Ndin saadaan johdettua seuraava lause.
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Tasojen leikkaussuora

Lause
Tarkastellaan tasoja Ty ja T,, joiden yhtalét ovat

Ty : ax+by+cz =d
T, : Ax+ By+ Cz =D.

Olkoot lisaksi i, B € R siten, ettd ei pide o = 8 = 0 (vahintdan toinen on
nollasta eroava). T3llsin yhtalé

afax+ by +cz—d)+ p(Ax+By+ Cz—D)=0

esittad tasoa, joka kulkee tasojen Ty ja T, leikkaussuoran kautta.

Todistus.

P3atellaan kuten edellisessa esimerkissa. ]
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Tasojen leikkaussuora

Tarkastellaan yhtaloa
a(ax+ by +cz—d)+ B(Ax+ By + Cz— D) =0,

missd vahintdin toinen luvuista « ja 8 on nollasta eroava ja pitee siis
Va2 + B2 > 0. Jaetaan yhtild tilld luvulla, saadaan

a B
——(ax+by+cz—d)+ —=(Ax+By+ Cz— D) =0.
r+ﬁ2( Y ) a2+62( y )
—— ——
st 2
Nyt
a2 ﬁZ

2 2 —
71+72_a2+ﬂ2+a2+/82

Siis (71, 72) on jokin yksikkdympyran piste ja voidaan asettaa
(71,72) = (cos s, sin s) jollakin s € [0, 27].
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Tasojen leikkaussuora

Lause

Tarkastellaan tasoja Ty ja T,, joiden yhtilét ovat

T1 : ax+by+cz =d
Ty : Ax+ By +Cz =D.

Oletetaan, ettd Ty # T, eli ettd kyseessa on kaksi eri tasoa. Tallin jokainen
tasojen Ty ja T, leikkaussuoran kautta kulkeva taso on muotoa

cos(s) - (ax + by + cz — d) +sin(s) - (Ax+ By + Cz— D) =0

Jollakin s € [0, 2x].

Todistus.
Paateltiin edella. ]
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Tasojen leikkaussuora

Esimerkki

Tarkastellaan tasoja Ty ja T;, joiden yhtilot ovat

Ty : x—y =3
Ty : x+y+z =0.

Aiemmin nahtiin, ettd piste (1.5, 1.5,0) kuuluu kumpaankin tasoon. Lisiksi
tasojen leikkaussuora on r = (4,1, —5) + t(—1,—1,2).

Suoran r = (4,1, —5) + t(—1,—1,2), t € R, kautta kulkevat tasot ovat muotoa

cos(s) - (x —y —3) +sin(s) - (x+y+2z)=0, se][0,2n].
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Tasojen leikkaussuora

Tason yhtalo on: (1)*x+(-1)*y+(-2.4493e-16)*z=3

T 9ac
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