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Vektoriprojektio

Esimerkki

Olkoot u = (1,4,5) jav=(1,0,1). Esitetddn u muodossa

u=av+w, w-v=0.
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoot u = (1,4,5) jav=(1,0,1). Esitetddn u muodossa
u=av+w, w-v=0.

Huomataan, etta
u= (1’473) = (35 O’ 3) + (_274‘7 2)
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Vektoriprojektio

Esimerkki

Olkoot u = (1,4,5) jav=(1,0,1). Esitetddn u muodossa

u=av+w, w-v=0.

Huomataan, etta
u= (1’473) = (35 O’ 3) + (_274‘7 2)
Tiss3 (3,0,3) = 3(1,0,1) = 3v.
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Vektoriprojektio

Esimerkki

Olkoot u = (1,4,5) jav=(1,0,1). Esitetddn u muodossa

u=av+w, w-v=0.

Huomataan, etta
u= (1’473) = (35 O’ 3) + (_274‘7 2)
Tissa (3,0,3) = 3(1,0,1) = 3v.Lisdksi (—2,4,2) - (1,0,1) = —2+0+2 = 0.
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoot u = (1,4,5) jav=(1,0,1). Esitetddn u muodossa
u=a+w, w-v=0.

Huomataan, etta
u= (1’473) = (35 O’ 3) + (_274‘7 2)
Tissa (3,0,3) = 3(1,0,1) = 3v.Lisdksi (—2,4,2) - (1,0,1) = —2 + 0 + 2 = 0.Siis

u=3-(1,0,1) 4 (-2,4,2).
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Vektoriprojektio

Esimerkki

Olkoot u = (1,4,5) jav=(1,0,1). Esitetddn u muodossa
u=a+w, w-v=0.

Huomataan, etta
u= (1’473) = (35 O’ 3) + (_274‘7 2)

Tissa (3,0,3) = 3(1,0,1) = 3v.Lisdksi (—2,4,2) - (1,0,1) = —2 + 0 + 2 = 0.Siis

u=3-(1,0,1) 4 (-2,4,2).

elia=3 w=(-2,42).
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Vektoriprojektio

Esimerkki

Olkoot u = (1,4,5) jav=(1,0,1). Esitetddn u muodossa
u=a+w, w-v=0.

Huomataan, etta
u= (1’473) = (35 O’ 3) + (_274‘7 2)

Tissa (3,0,3) = 3(1,0,1) = 3v.Lisdksi (—2,4,2) - (1,0,1) = —2 + 0 + 2 = 0.Siis
u=3-(1,0,1)+(—2,4,2).

elia=3 w=(-242).

Nyt esitystapa (1,4,5) = (3,0, 3) + (-2, 4, 2) pystyttiin huomaamaan |dhinni,
koska vektorin v lauseke oli hyvin yksinkertainen.
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoot u = (1,4,5) jav=(1,0,1). Esitetddn u muodossa

u=av+w, w-v=0.

Huomataan, etta
u= (1’473) = (35 O’ 3) + (_2747 2)

Tassa (3,0,3) = 3(1,0,1) = 3v.Lisiksi (—2,4,2) - (1,0,1) = —2 4+ 0 + 2 = 0.Siis
u=3-(1,0,1) + (—2,4,2).

elia=3 w=(-2,4,2).

Nyt esitystapa (1,4,5) = (3,0, 3) + (-2, 4, 2) pystyttiin huomaamaan |dhinni,
koska vektorin v lauseke oli hyvin yksinkertainen.

Miten esitystapa |oydetdan yleisessa tilanteessa tarvitsematta arvailla?

I1t3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 2/16



Vektoriprojektio
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\%

/
|av| = |u|cos 6

v
skalaariprojektio
av = |u|cos v

vektoriprojektio

w = |u|sinfw  kohtisuora komponentti
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Olkoot u,v € R3. Esitetidin vektori u muodossa

u=av+w, w

-v=0.
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Olkoot u,v € R3. Esitetidin vektori u muodossa

u=av+w, w

-v=0.
Tassa vakio a taytyy Ioytda.
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Olkoot u,v € R3. Esitetidin vektori u muodossa

u=av+w, w-v=0.
Té&ssd vakio a taytyy 16ytaa.Sen jilkeen voidaan laskea w = u — av.
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Olkoot u,v € R3. Esitetidin vektori u muodossa

u=av+w, w-v=0.
Té&ssd vakio a taytyy 16ytaa.Sen jilkeen voidaan laskea w = u — av.

Tassa av on vektorin v suuntainen vektori.
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Olkoot u,v € R3. Esitetidin vektori u muodossa

u=a+w, w-v=0.
Té&ssd vakio a taytyy 16ytaa.Sen jilkeen voidaan laskea w = u — av.
vastaan kohtisuorassa.

Tassa av on vektorin v suuntainen vektori. Toisaalta vektori w on vektoria v
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Olkoot u,v € R3. Esitetidin vektori u muodossa

u=av+w, w-v=0.

Té&ssd vakio a taytyy 16ytaa.Sen jilkeen voidaan laskea w = u — av.

Tassa av on vektorin v suuntainen vektori. Toisaalta vektori w on vektoria v
vastaan kohtisuorassa.

Maaritelma

Vektori av on vektorin u vektoriprojektio vektorille v. Vektori w on vektorin u
vektoria v vastaan kohtisuora komponentti.
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Vektoriprojektio

Oletetaan, etta

missa w - v = 0.

u=av+w,
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Vektoriprojektio
Oletetaan, etta

u=av+w,

missd w - v = 0.Otetaan puolittain pistetulo vektorin v kanssa, jolloin saadaan
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Oletetaan, etta

u=av+w,

missd w - v = 0.Otetaan puolittain pistetulo vektorin v kanssa, jolloin saadaan

— . . — 2
u-v=av-v+w-v=alvl.
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Vektoriprojektio
Oletetaan, etta

u=av+w,

missd w - v = 0.Otetaan puolittain pistetulo vektorin v kanssa, jolloin saadaan

— . . — 2
u-v=av-v+w-v=alv|

Siis a = (u-v)/|v|%.

=0
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Vektoriprojektio
Oletetaan, etta

u=av+w,

missd w - v = 0.Otetaan puolittain pistetulo vektorin v kanssa, jolloin saadaan

= . . = 2
u-v=av-v+w-v=alv|
=0
Siis a = (u - v)/|v|*.Siis

ja

=] =
It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta

D Q>
verkkomateriaali

6/16



Vektoriprojektio

Oletetaan, etta

u=av+w,

missd w - v = 0.Otetaan puolittain pistetulo vektorin v kanssa, jolloin saadaan

— . . — 2
u-v=av-v+w-v=alv|
=0
Siis a = (u - v)/|v|*.Siis
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Oletetaan, etta

u=av+w,

missd w - v = 0.Otetaan puolittain pistetulo vektorin v kanssa, jolloin saadaan

— . . — 2
u-v=av-v+w-v=alvl.

Siis a = (u - v)/|v|*.Siis

=0
u-v
av = e v
ja
u-v
wW=u—av=u-— |v|2v
Saatiin esitys

u-v
u=

+( u-v)
\" u— ——=Vv|.
2 2
|v| |v|
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (1,4,5) jav =(1,0,1).
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (1,4,5) ja v =(1,0,1).Etsitadn esitys

u=av+w, w-u=0.
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (1,4,5) ja v =(1,0,1).Etsitadn esitys
u=av+w, w-u=0.
Nyt
Souv (1,4,5-(1,01)  140+5 _ 6 _3
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Vektoriprojektio

Esimerkki

Olkoon u = (1,4,5) ja v =(1,0,1).Etsitadn esitys
u=av+w, w-u=0.
Nyt
Souv (1,4,5-(1,01)  140+5 _ 6 _3
P (Lo 12402412 20 T
Lisaksi
w=u-—av=(1,4,5)—3(1,0,1) = (—2,4,2).
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (1,4,5) ja v =(1,0,1).Etsitadn esitys

u=av+w, w-u=0.

Nyt
a_u~v_(1,4,5)'(1,0,1)_ 1+0+5 _9_3
v (1,0,1)]2 0 12402412 2 7
Lisaksi
w=u-—av=(1,4,5)—3(1,0,1) = (—2,4,2).
Siis

u=av+w=23(10,1)+(-2,4,2).
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (0,2, —2) ja v = (1,—1,—2). Etsitadn esitys

u_u-vv+ yo Vv,
P VEava
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (0,2, —2) ja v = (1,—1,—2). Etsitadn esitys

u—u'vv—l— u u.Vv
e vz~ /"

Nyt
u-v_ (0,2,-2)-(1,-1,-2) 0-2+4 2 1
vz (1, -1, —2)|2 S 14+1+4 6 3
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (0,2, —2) ja v = (1,—1,—2). Etsitadn esitys

u_u-vv+ yo Vv,
P VEava

u-v (0,2,-2)-(1,-1,-2) 0-2+4 2 1

Nyt

vz (1, -1, —2)|2 S 14+1+4 6 3
Saadaan

u=(0,2,-2) = %(1, “1,-2)+ [(0,2, o) %(1, 1 —2)]

—112+ 17 4
~\3" 3 3 3’3" 3)°
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Vektoriprojektio

Esimerkki (jatkuu)

Loydettiin siis esitys
u=av+w, w-v=0.
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Vektoriprojektio

Esimerkki (jatkuu)
Loydettiin siis esitys
u=av+w, w-v=0.

Tarkistetaan ehto w - v = 0.
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Vektoriprojektio

Esimerkki (jatkuu)
Loydettiin siis esitys
u=av+w, w-v=0.

Tarkistetaan ehto w - v = 0.Saadaan

17 4 1 1
<_§7 §7 _5) . (17 _17 _2) - 5(_1777 _4) . (17 _17 _2) - 5(_1 -7+ 8) =0.
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Kaavaa voidaan pohtia

u-v
u—
v

u-v
|2v—|— u——|v|2v .

O
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Vektoriprojektio
Kaavaa voidaan pohtia

u-voo u-v
—Vv+|u——5v].
[v[? Iv[?
erottamalla erilleen yksikkdvektori ¥ = v/|v|, jolloin saadaan
v v v v
g b g) )
v J vl vl J vl
7 7
v v
+(u—(u-v)v).

v
=] =
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Vektoriprojektio
Kaavaa voidaan pohtia

u-voo u-v
—Vv+|u——5v].
[v[? Iv[?
erottamalla erilleen yksikkdvektori ¥ = v/|v|, jolloin saadaan

v v v v
g b g) )

v J vl v
7

u=

vl
Y =~
v v v v
=(u-V)V+(u—(u-v)V).
Siis
u-v=
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u-v n u-v
u=-—v u— —>vj|.
v[? Iv[?

erottamalla erilleen yksikkdvektori ¥ = v/|v|, jolloin saadaan

R Ett )l

v v v

=(u-v)V+ (u—(u-0)v).

Siis
. v
u-v=u-— = ——.
v v

mittaa “kuinka suuri osuus” vektorista u taytyy jakaa vektorin v suuntaiselle
komponentille. Eli suuntaan v menndan sitten tdman verran.
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Vektoriprojektio
Olkoot u,v € R3. Voidaan aina tehdi esitys

u:(uﬁ>ﬁ+[u—<uﬁ>|ﬂ
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Olkoot u,v € R3. Voidaan aina tehdi esitys

u:(uﬁ>ﬁ+[u—(uﬁ)ﬂ
(v 5)m

on vektorin u vektoriprojektio vektorille v.

Maaritelma
Vektori

v
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Olkoot u,v € R3. Voidaan aina tehdi esitys

u:(uﬁ>ﬁ+[u—<uﬁ)ﬂ

Maaritelma
Vektori
u - —_— R—
vl /] Ivl
on vektorin u vektoriprojektio vektorille v.

Luku

u._
v

on vektorin u skalaariprojektio vektorille v.

v
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Olkoot u,v € R3. Voidaan aina tehdi esitys

u:(uﬁ>ﬁ+[u—<uﬁ)ﬂ

Maaritelma
Vektori
u - —_— R—
vl /] Ivl
on vektorin u vektoriprojektio vektorille v.
Luku
u PR—
vl

on vektorin u skalaariprojektio vektorille v.

o= (o)

on vektorin u vektoria v vastaan kohtisuora komponentti.

Vektori

v
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Vektoriprojektio

u
/ 7
v v
u-v skalaariprojektio
(u-v)v  vektoriprojektio

w=u-— (u-v)v kohtisuora komponentti

[m] = = ) ¢
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Vektoriprojektio

u
7 7
v v
lujjy|  skalaariprojektio
vy vektoriprojektio
uv

kohtisuora komponentti

O
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Vektoriprojektio

Olkoot u,v € R3. Voidaan aina tehdi esitys

u=u;+ us
= Uy +uly
=u)y + (U — UH‘,)

= (it o (o))

Maaritelma
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Olkoot u,v € R3. Voidaan aina tehdi esitys

u=u;+ us
= Uy +uly
=u)y + (U — UH‘,)

= (it o (o))

Vektori u; = u, = uy, on vektorin u vektoriprojektio vektorille v.

Maaritelma
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Vektoriprojektio

Olkoot u,v € R3. Voidaan aina tehdi esitys

u=u;+ us
= Uy +uly
=u)y + (U — UH‘,)

= (it o (o))

Vektori u; = u, = uy, on vektorin u vektoriprojektio vektorille v.

Luku

Maaritelma

u-i—|u|—|u |—u
|V| 1 ||v v

on vektorin u skalaariprojektio vektorille v.

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 14 /16



Vektoriprojektio

Olkoot u,v € R3. Voidaan aina tehdi esitys

u=u;+ us
= Uy +uly
=u)y + (U — UH‘,)

= (it o (o))

Vektori u; = u, = uy, on vektorin u vektoriprojektio vektorille v.

Luku

Maaritelma

u-i—|u|—|u |—u
|V| 1 ||v v

on vektorin u skalaariprojektio vektorille v.

Vektori u; = u,, on vektorin u vektoria v vastaan kohtisuora komponentti.
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (1,2,3) ja v =(0,0,2). Vektorin u skalaariprojektio vektorille v on

u-v 6
|“I|v|=w=§=3'

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali 15 /16



Esimerkki
Olkoon u = (1,2,3) ja v =(0,0,2). Vektorin u skalaariprojektio vektorille v on

u-v 923'

|U||v| = W = 5

Vektorin u vektoriprojektio vektorille v on

ujy = 3% =3.(0,0,1) = (0,0,3).
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Esimerkki
Olkoon u = (1,2,3) ja v =(0,0,2). Vektorin u skalaariprojektio vektorille v on

u-v 6
|U||v|—W—§—3~

Vektorin u vektoriprojektio vektorille v on

ﬁ:3~(o,0,1):(0,0,3).

Vektorin u vektoria v vastaan kohtisuora komponentti on

qu =3

u = (1, 2,0)

It3-Suomen yliopisto Vektorilaskenta verkkomateriaali

15/16



Esimerkki
Olkoon u = (1,2,3) ja v =(0,0,2). Vektorin u skalaariprojektio vektorille v on

u-v 6
|U||v|—W—§—3~

Vektorin u vektoriprojektio vektorille v on

ﬁ:3~(o,0,1):(0,0,3).

Vektorin u vektoria v vastaan kohtisuora komponentti on

=3

u = (1, 2,0)

Taman pituus on |u,,| = /5. Pythagoraan lauseen mukaisesti
|u|2 =14=9+5= |U||\,|2 =F |ulv|2.
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Vektoriprojektio

Esimerkki
Olkoon u = (1,1,1) ja v =(1,1,0). Selvitd seuraavat luvut ja vektorit.

Mika on [uy,|?

Mita ovat on |u] ja |u,|? (Pythagoraan lause)
Mika on |v|?

Mika on v/|v|?

Mika on u,?

Mika on u,?
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