1 Vektorilaskennan tehtavia

1. (a) Olkoot u, v,w € R3. Osoita, etti
u-(v+w)=u-v+u-w
Kyseessd on osittelulaki, Lause 5.2.4 (c).

2. Olkoot u,v,w € R?jaa,b € R. Sievenni
(a)

(u+w)-(v—u)—(u—v+w)- v
olettaen, ettd u ja w ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

(b)

uX (vw)+vx(wxu)+wx(uxv).

(c)
(ux av)+ (v x bu)) + ((u+ av) x (v + bu))

3. (a) Olkoot a ja b avaruuden R? tai R? vektoreita. Mitd voit sanoa vektoreiden vilisesti kul-
masta, kun vektoreiden pistetulo a - b > 0? Entd, kun a-b < 0? Entd, kun a-b = 0? Anna
esimerkki ja havainnollista tilannetta graafisesti.

(b) Olkoon ¢ € R vakio. Osoita, ettd vektoreiden a = +2j+tk jab =t —2j+ (1 —2¢)k vilinen
kulma on tylppa kaikilla reaaliluvuilla ¢. Etsi lisdksi luku ¢, jolla vektorien kirkien vilinen jana
on mahdollisimman lyhyt.

4. Tarkastellaan tason vektoreita u, v ja w, jotka ovat toisiinsa ndhden 120° asteen kulmassa eli
pareittain vektoreiden vilinen kulma on 120°. Tiedetédn, ettdi w = —(u + v) ja |u| = |v| = 1.
Perustele vektorialgebran keinoin (ei siis kuvasta katsoen), mitd on |w|. Entd mitd on |w/|, jos
vektoreiden u ja v vilinen kulma muuttuu arvoon 90° muiden kulmien muuttuessa arvoon 135°.

5. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan péitepisteet ovat (1,1, 1) ja (2, 3, 4). Kolmion yksi ka-
teetti on vektorin u = i + j + k suuntainen. Miké on kolmion kolmas kérkipiste?

6. Oletetaan, etti u, v € R3 siten, etti
u=(cosf)+ (sinf)j ja v = (cosa)+ (sina)j.

(a) Osoita kaava
sin(aw — ) = sinacos § — cos asin

tarkastelemalla vektorien u ja v ristituloa, kun 0 < o — 8 < 7.

(b) Osoita kaava
sin(a — ) = cosa.cos B + sin asin 3

tarkastelemalla vektorien u ja v pistetuloa, kun 0 < o — § < 7.
7. Etsi ne avaruuden R? yksikkdvektorit, jotka ovat vektorien
u=+2j+k ja v=—-j—2k
kanssa saman tason suuntaisia sekd jotka ovat kohtisuorassa vektoria
w=+j+k

vastaan. Hahmottele tilanteesta kuva.
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. Lentokone ldhtee nousuun vektorin v = —20 + 10j + 3k suuntaisesti vaakatasoa kuvaavan xy-

tason pisteestd (1500, 2000). Samassa koordinaatistossa maantietd esittdd yhtilo 2z + y = 200.
Milld korkeudella lehtokone ylittdd maantien? Koordinaatistossa pituusyksikkod on 1m.

. Pisteestd (10,0, 0) ldhetetddn valonsdde suuntaan v = 2 + 4j + 3k ja pisteesti (310, 480, 400)

suuntaan vo = —4 — 6j — 5Hk. Tutki ja osoita, kohtaavatko valonsiteet toisensa. Jos kohtaavat,
niin méadritd kyseinen piste.

Suora kulkee pisteen (1, 2, 3) kautta ja on yhdensuuntainen pisteiden (—1, 3, 0) ja (0, 1, 2) kaut-
ta kulkevan suoran kanssa. Miiritd suoran parametriesitys sekéd vektorimuodossa ettd koordi-
naattimuodossa. Médriti lisdksi suoran yhtdlo normaalimuodossa. Midritd se suoran piste, joka
on ldhinni pistettd (0, —2, 1)

(a) kdyttdmalld Lausetta 5.4.7. (b) kdyttamattd Lausetta 5.4.7.

Miirad yhtilo tasolle, joka kulkee pisteiden (1,2, 3) ja (3, 2, 1) kautta ja on kohtisuorassa tasoa
4o — y + 2z = 7 vastaan.

Mairad yhtilo sellaisille tasoille, jotka kulkevat tasojen x —2y+42—2 = 0ja2x+y+32z+1 =0
leikkaussuoran kautta ja joista pisteet (3,2, 1) ja (1, —4, —5) ovat yhti etdalld.

Maiiarda suoran
9 y+3 z-—1
xr — = — =
2 4

jatason 2y — z = 1 vilinen etdisyys.
Mairéa tasojen 2z + 3y — 2 = 0 jax — 4y 4+ 2z = —5 vilinen etdisyys.

Olkoot a, b, ¢, d reaalilukuja ja abed # 0.

(a)Tarkastellaan suoraa
ax + by = c,

jonka yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa

z Y

S
c/a+c/b

Missi pisteessi suora leikkaa x-akselin? Missd pisteessd suora leikkaa y-akselin?

(b)Tarkastellaan tasoa
ar + by 4+ cz = d.

Missi pisteissi taso leikkaa koordinaattiakselit?

(c)Tarkastellaan ellipsoidia
az?® 4+ by? + c2* = d.

Missi pisteissd ellipsoidi leikkaa koordinaatiakselit?

Lentokone lentdd 750 km/h suuntaan x. Miten suunta x on valittava, jotta lentokoneen todellinen
lentosuunta on itdén, kun se lentdd 100 km/h puhaltavassa koillistuulessa? Kuinka kauan matka
kestdd kaupunkiin, joka on 1500 km pédssi ldhtopisteestd itddan?

Mies seisoo 100 metrid karhusta eteldéin. Han kédvelee 100 metrid itdéin, kédéntyy pohjoiseen,
laukaisee kivédrinsd kohti pohjoista ja osuu karhuun. Minké virinen karhu on ja miksi? Mieti
eri vaihtoehdot ja perustele.
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Tutki ja osoita kdyttdmalla ristituloa, onko vektori v = 3 — 2j — k kohtisuorassa pisteiden
(1,-3,0), (4,0,3) ja (5,2, 2) kulkevaa tasoa vastaan. Hahmottele tilanteesta kuva.

Etsi ne avaruuden R? yksikkovektorit, jotka ovat vektorien u = +2j +k jav = —j — 2k kanssa
saman tason suuntaisia sek, jotka ovat kohtisuorassa vektoria w = +j+k vastaan. Hahmottele
tilanteesta kuva.

Mairad yhtilot kahdelle (eri) tasolle, joiden leikkaussuora on

{z =14+ty=2—tz=3+2t, tek

Maidrda suoran
{r =-"24+4ty=1—-tz=5+3t, teR

jatason 2z — 3y + z = 10 vilinen etdisyys.

2 Tehtavatyyppeja

sievennys
pistetulo ja kulma

erotuksen sini ja kosini

Reaalimaailma

vektorisumma (lentokone ja tuuli)
suorat (lentokone ja tie)
valonside

koirat kiinni naruissa

lampaat kiinni naruissa

3 Ideoita tehtaviksi

1.

Kolme koiraa viettdvit aikaa kerrostalojen vaakasuoralla sisdpihalla, jossa ei ole puiden lisdksi
muita esteitd.

Aku-koiran hihna (pituus 5m) on kiinnitetty lyhtypylviiseen pisteessi (0, 0).

Beethoven-koiran hihna (pituus Sm) on kiinni juoksulangassa. Juoksulanka puolestaan on viri-
tetty pisteiden (5, 0) ja (5, 5) vilille kolmen metrin korkeuteen.

Camilla-koira on hikissi (nurkat (0,5), (0,7), (2,5), (2,7)).

Piirra tilanteesta kuva. Ketki koirista padsevit ldhimméksi toisiaan? Koordinaatiston yksikko
on 1m. Yksikdén koira ei pddse koskettamaan talon seinda.

(sama tehtdvd, mutta koirien sijasta lampaita. Kuinka suuren alueen lampaat voivat syoda?)
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