5. VEKTORIT AVARUUKSISSA R? jA R3

5.1. Vektori ja sen ominaisuuksia. Fysiikassa on seké skalaarisuu-
reita ettd vektorisuureita. Skalaarisuureita ovat esimerkiksi massa,
pituus, aika ja lampdtila. Vektorisuureita ovat esimerkiksi nopeus, kiih-
tyvyys, voima ja momentti. Yleisesti voidaan sanoa, etté vektorilla on
suuruus sekd suunta ja skalaarilla ainoastaan suuruus.

Tason R? jokaiseen pisteeseen (z,y) voidaan liittdd (paikka)vektori
v, jolla on suunta ja pituus. Graafisesti tdmé tarkoittaa suunnattua
janaa, joka alkaa origosta ja péadttyy pisteeseen (z,y). Kuvassa |15 on
esitetty pisteeseen (2,2) liitetty paikkavektori v.

Y

2.5 1+
(2,2)

Kuva 15. Pisteeseen (2,2) liitetty paikkavektori v.

Vektorin pituus, jota merkitddn |v|, on kyseisen janan pituus eli

V| = /22 + 2.

Joskus merkitddn myos v = (x,y) (eli samaistetaan tason piste (z,y)

ja vektori v) tai
x
v = :
(+)

Vastaavasti avaruuden R? jokaiseen pisteeseen (x,y, z) voidaan liittaa
vektori v, jonka pituus

|v| =22+ y? + 22
1
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Merkitaan myos v = (z,y, z) tai

Huomautus 5.1.1. Usein fysiikassa tarkastellaan suunnattua janaa
Pﬁ pisteestd P = (x1,y1), joka ei ole origo, pisteeseen @ = (z3,¥>).
Talloin puhutaan my6s tason vektorista. Kyseisen vektorin komponen-
tit ovat o —x1 ja yo —yy eli PQ) voidaan esittaé vektorina v, joka lahtee
origosta ja padttyy pisteeseen (xo — 1, y2 — y1). Tilannetta on havain-

nollistettu kuvassa . Vastaavasti avaruudessa R? suunnattu jana ]@
pisteestd P = (x1,y1,21), joka ei ole origo, pisteeseen Q) = (g, Y2, 22)
voidaan esittaé vektorina v origosta pisteeseen (xo — 1, Yo — Y1, 22 — 21)
eli vektorin v komponentit ovat xo — x1, yo — y1 ja 20 — 2.

(w2, 92)

(g — 21,92 — 11)

0.5—

KuvaA 16. Vektorit, joilla on sama suunta ja suuruus.

Vektorien sanotaan olevan samat, jos niiden komponentit ovat yhté-
suuret. Jos vektorit u ja v ovat samat, niin merkitdén u = v. Jos vek-
torit u ja v eivit ole samat, merkitdan u # v. Télla opintojaksolla ri-
ittavat maaritelmét vektorien yhteenlaskulle ja skalaarilla kertomiselle
on esitetty Méaaritelmissa ja[p.1.3] Vektorien laskutoimituksiin
palataan tarkemmin opintojaksolla Lineaarialgebra a.

Maiiritelma 5.1.2. Kaksi tason tai avaruuden R? vektoria u ja v
lasketaan yhteen siten, ettd niitd vastaavat suunnatut janat asetetaan
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alkamaan samasta pisteestd ja summavektorin u + v edustajana ole-
va suunnattu jana muodostetaan syntyvin suunnikkaan lavistajana,
mikali vektorit eivat ole yhdensuuntaiset. Jos vektorit ovat yhdensuun-
taiset, asetetaan vektoria v vastaava suunnattu jana alkamaan vektoria
u vastaavan suunnatun janan loppupisteestd ja summavektorin u + v
edustajana oleva suunnattu jana muodostetaan vektoria u vastaavan
suunnatun janan alkupisteestd vektoria v vastaavan suunnatun janan
loppupisteeseen.

Maaritelma 5.1.3. Vektori v kerrotaan skalaarilla eli reaaliluvulla ¢
siten, ettd sen pituus kerrotaan itseisarvolla |¢| ja sen suunta séilyy
samana, jos t > 0, tai kidantyy vastakkaiseksi, jos t < 0. Jos t = 0,
saadaan vektori, jonka pituus on nolla. Vektorin v skalaarikerrannaista
merkitadn tv.

Huomautus 5.1.4. Olkoot vektorin u komponentit a ja b sekd vek-
torin v komponentit z ja y. Talloin summavektorin u 4+ v komponentit
ovat a + x ja b+ y. Olkoon lisdksi ¢ € R. Télloin vektorin tv kompo-
nentit ovat tx ja ty.

Olkoon i tason vektori origosta pisteeseen (1,0) ja j tason vektori
origosta pisteeseen (0,1). Vektoreita i ja j sanotaan tason R? luon-
nollisiksi kantavektoreiksi. Vektori r, jonka komponentit ovat x ja v,
voidaan esittdd muodossa

r=2xi+yj

eli niin sanottuna vektorien i ja j lineaarikombinaationa.

Vastaavasti olkoon i avaruuden R? vektori origosta pisteeseen (1,0, 0),
j vektori origosta pisteeseen (0,1,0) ja k vektori origosta pisteeseen
(0,0,1). Vektoreita i, j ja k sanotaan avaruuden R? luonnollisiksi kan-
tavektoreiksi. Vektori r, jonka komponentit ovat x, y ja z, voidaan
esittdd vektorien i, j ja k lineaarikombinaationa

r=xi+yj+ zk.

Kuvassa 17| on esitetty avaruuden R? luonnolliset kantavektorit ja vek-
torir=i+j+ k.

Huomautus 5.1.5. Olkoon t € R ja vektorit

u = x1i+y1j+zlk>
vV = Tol+ 1y + 20k,



Figures/fig_3Dvektorit-eps-converted-to.pdf

KuvA 17. Avaruuden R? luonnolliset kantavektorit ja
vektorir =1+ j+ k.

Talloin
u+v = (1 +2)i+ (1 +yp)i+ (a1 +2)k
tu = (tw)i+ (ty1)j + (tz1)k.

Lause 5.1.6. Olkoot u, v ja w avaruuden R? tai R3 vektoreita ja
t € R. Tdlloin
u+v=v+u
(u+v)+w=u+(v+w)
u—v=u+(-1)v
tlu+v)=tu+tv

Todistus. Helppoja. O
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Seuraavaksi sovitaan nimitykset tietyille vektoreille. Sanotaan, etté
v on yksikkovektori, jos sen pituus on 1. Huomataan heti, ettd esimer-
kiksi vektorit i, j ja k ovat yksikkovektoreita. Sanotaan, ettd vektori
0 = 0i+0j + Ok on nollavektori (vastaavasti tasossa R?). Nollavektorin
pituus on nolla eiké silld ole méarédttyd suuntaa. Jos vektori v # 0,
niin vektoria
v
v
sanotaan vektorin v suuntavektoriksi.
Esimerkki 5.1.7. Olkoon vektorit
u = 2i+j— 2k,
v = 3i—2j—k.
Talloin
u+v = 243)i+(1-2)j+(-2—- 1k =>5i—j— 3k,
3u = (3-2)i+(3-1)j+(3-(—2))k = 6i+ 3j — 6k,
Ju—2v = (6-6)i+(3+4)j+ (-6+2)k="7j— 4k,

lu| = V/22+124(-2)2=3

u 1 1 2 1 2
Y T 0 e S B
W T T A d=gitaiog

5.2. Pistetulo.

Maaritelma 5.2.1. Vektorien u = uji+usj+usk jav = vii+wvyj+usk
pistetulo on

U -V = U1 + U2Vs + UsVs3.
Huomautus 5.2.2. Vastaavasti mééritelliin pistetulo tasossa R2.

Esimerkki 5.2.3. Vektorien u = i+ 2j+3k ja v = 3i+2j+k pistetulo
on

u-v=1-3+2-2+3-1=10.
Lause 5.2.4. Olkoot u, v ja w avaruuden R? tai R? vektoreita ja c
skalaari. Talloin

a) u-v=v-u,
b) (cu)-v=u-(cv) =c(u-v),

c)u-(v+w)=u-v+u-w,
d) u'u:|u|27
e) 0-u=0.
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Todistus. Todistetaan malliksi b)-kohta ja d)-kohta. Oletetaan, ettd
vakio ¢ € R ja vektorit u,v € R3. Merkitddn u = w;i + usj + usk ja
v = v1i + v9j + v3k. Osoitetaan, ettd (cu)-v = c(u-v). Saadaan, ettd

(cu)-v = ((cup)i+ (cuz)j+ (cuz)k) - (v1i + vaj + v3k)
= (cup)vy + (cug)vy + (cug)vs
= c(uvr) + c(ugvq) + c(uzvs)
= c(upvy + ugvy + ugvs)
= c(u-v).
Néin saatiin osoitettua b)-kohta. Osoitetaan nyt, ettdi u-u = |ul?.
Saadaan, etta
Uu-u = UiU] + UgUg + UsUs
u% + u% + u%
= (\/ud+ud+ud)?
= |ul®
Saatiin siis osoitettu d)-kohta. O

Huomautus 5.2.5. Lauseen d)-kohdan nojalla vektorin pituus
voidaan laskea myos muodossa

lu| = vu-u.

Osoitetaan seuraavaksi (jo kenties lukiosta tuttu) Kosinilause. Kosini-
lausetta tarvitaan Lauseessa [5.2.7] joka esittelee vektorien vélisen kul-
man.

Lause 5.2.6. (Kosinilause) Tarkastellaan kolmiota ABC ja kulmaa
0, joka on sivujen CB ja CA wilinen kulma. Olkoot vastaavat sivut
pituudeltaan a ja b. Tdlloin kolmion kolmannen sivun pituudelle ¢ on
V01Massa

? =a®+b% — 2abcosh.



Kosinilause voidaan todistaa my6s geometrisesti kiyttamalla kaksi kertaa Pythagoraan lausetta (*).
Kuviin merkityille alueille A, B, ..., H pitee

—~

*

A 2 B+C
B+ (D+E+F+G)
D+(B+G)+E+F

~

© DiH4E+F
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Todistus. Tarkastellaan tilannetta geometrisesti (katso Kuva [L§)).

vektorit-r2-r3/kuval8.pdf

A b C  u=lacos(d)]

Kuva 18. Kolmio ABC.

Havaitaan, etté

cos(m —0) = Y e = acos(m —0).
a
Edelleen
: h :
sin(m —0) = Pt h = asin(m — 0).

Kosinin ja sinin ominaisuuksien perusteella tiedetdan, etta
cos(m—60) = —cosb,
sin(m —0) = siné.
Pythagoraan lauseen nojalla saadaan, etta
& = B>+ (b+u)’

= (asin(r —0))* + (b+ acos(t — 0))?

= (asin(9))?®+ (b — acosf)?

= a’sin®0 + b* — 2abcos § + a® cos® 6

= a®+b* — 2abcosd.

Todistus menee vastaavasti, jos kulma 6 on terava.

4

Lause 5.2.7. Olkoot u = uji+usj+usk # 0 ja v =vii+wvyj+v3k #0

vektoreita. Talloin vektorien u ja v vdlinen kulma 6 on

L u-v
9:arccos( ) )
[ul[v|
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Todistus. Todetaan, ettd vektorien vélinen kulma 6 € [0, w]. Merkitaén
w = u — v. Kosinilauseen nojalla

|w|? = |u|? + |v|* — 2|u||v]| cos .
Lauseen d)-kohdan nojalla saadaan
wW-w=u-u+v-v—_2u||v|cosb.
Pistetulon méaaritelmén nojalla, kun w = u — v, saadaan
(u1 — v1)? + (ug — v2)? + (ug — v3)?
= u? +uj +uj +v7 + vs +v3 — 2|ul|v|cosb.
Edelleen
uf — 2uqvy 4+ U3 4 uj — 2ugvy + V3 + u3 — 2usvs + v3
= u} + u3 + uj + vi + v3 +v3 — 2[ul|v|cos .
Sieventédmalld saadaan
—2uqv; — 2ugve — 2uzvz = —2|ul|v|cosf

= UV + UV + uzvz = |ul|v|cosé
u-v

= cosf = )
lul[v|

Taten vektorien vilinen kulma

u-v
f = arc cos (—) ,
u|v]

missd 0 < 0 < 7. O
Huomautus 5.2.8. Lauseesta seuraa, ettd u-v = |ul|v|cosb.

Esimerkki 5.2.9. Tarkastellaan vektoreita u = 2i + j — 2k ja v =
3i — 2j — k. Télloin

u-v o= 2:341-(=2)+(=2)-(~1) =6,
o = VZFEE (27 =3,
v = 32+ (-2)2+ (-1)2 = V14,

6
0 = arccos| —— | =~ 57.69°.
(3\/ 14)
Maaritelma 5.2.10. Kaksi vektoria ovat ortogonaaliset eli kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan, kun niiden vélinen kulma on 6§ = Z

N

Esimerkki 5.2.11. Vektorit i, j ja k ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan.
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Maaritelma 5.2.12. Olkoot u ja v vektoreita ja v
vektorien u ja v vélinen kulma siten, ettd 0 < 6 <
skalaariprojektio vektorilla v on luku

# 0. Olkoon 6
5. Vektorin u
uy = |ufcos@ = u,

[v]

uv
luflv]*

missi cos ) = Vektorin u vektoriprojektio vektorilla v on vektori

u-vy u-v
_—— = ——V
vl vl v

missd vy on vektorin v suuntavektori. Vektorin u vektoriprojektiota
vektorilla v merkitdan myos u,.

proj,u = uyvg =

Vektorin skalaariprojektiota ja vektoriprojektiota on havainnollis-
tettu Kuvassa [19

vektorit-r2-r3/kuval9.pdf

Kuva 19. Vektoriprojektio u,.

Esimerkki 5.2.13. Tarkastellaan vektoreita a = 3i+jja b =i+
j + k. Esitetdan vektori a muodossa a = u 4 v, missd u on vektorin b
suuntainen ja v on kohtisuorassa vektoria b vastaan. Tehtédvi on siis
maarata vektorit u ja v.
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Koska u ja b ovat yhdensuuntaisia, niin
u=tb=1t(i+j+k)

jollakin ¢ € R. Koska v ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
niin v - b = 0. Halutaan vektori a muodossa a = u + v. Téten siis
di+j=u+v.

Lasketaan vektorin a pistetulo vektorin b kanssa. Saadaan

a-b=(u+v)-b=u-b+v-b.
Koska u =t(i+j+ k) ja v-b =0, niin
Bi+j)-(i+j+k) =0¢i+j+k) - i+j+k).
Laskemalla pistetulot saadaan

4
4 =3t <— t:§.

Taten
4, .
ja
vV = a—u
.. 4.
= (31+J)—§(1+J+k)
5 1. 4
= -1—=-]— -k
3 3 3

Tehtava voidaan ratkaista myos toisella tavalla. Vektori u on itse
asiassa vektorin a vektoriprojektio vektorilla b. Siis

u = ap
_a-b
b
(Bi+j)-(i+j+k),. .
= T hirjrRE UtitK)
4
= g(i—l—j—l—k).
ja edelleen
v = a—u
N S
= (31+J)—§(1+J+k)
5. 1, 4
S

3 3 37



12
5.3. Vektori- eli ristitulo.
Maiiritelma 5.3.1. Olkoot u ja v avaruuden R3 vektoreita. Olkoon

w avaruuden R3 vektori siten, ettd

Hu-w=0jav-w=0,
ii) |w| = |u||v|sin @, missd 6 on vektorien u ja v vilinen kulma ja
iii) jarjestetty kolmikko (u, v, w) on positiivisesti suunnistettu (oikean
kiden systeemi).

Talloin w on vektorien u ja v ristitulo ja merkitdin w = u x v.

Esimerkki 5.3.2. Kuvassa [20|on esitetty vektorien u ja v ristitulo w.

Figures/fig_ristitulo-eps-converted-to.pdf

Kuva 20. Vektorien u ja v ristiulo w.

Lause 5.3.3. Olkoot u = uji+usj+usk ja v = vii+wvoj+uvsk. Tdalloin
(1) ux v = (ugvg — uzv)i+ (ugvy — ugv3)j + (ugv9 — ugvy k.

Todistus. Merkitddn w = u x v. Osoitetaan, ettd w toteuttaa Maaritelmassa
5.3.1] olevat ehdot. Osoitetaan ensin, ettd u-w = 0. Pistetulon
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maéaaritelmén nojalla saadaan

u-w = u(ugvg — uzvy) + ug(usvy — uv3) + ug(ug vy — ugvy)

U1U2V3 — UTU3V2 + U2U3V1 — U2UTV3 -+ U3UIV2 — U3UQV1

ULU2V3 — U3 U2V3 + U2U3V1 — U2U3VY + U1U3V2 — UTUZV2
= 0.

Vastaavasti saadaan, ettd v-w = 0. Osoitetaan sitten, ettd |w| =
lu||v|sinf. Saadaan, ettd

lu?|v[*sin®0 = |ul*|v|*(1 — cos®6)

[u*[v[* — [uf*|v[* cos® ¢

= |ul?|v|]?> = (lul]|v] cos §)?
lul
2

a2V — (u- v)
(u? + ug + u%)(v% + U% + vg) — (urv1 + ugug + u3v3)*

2.2 2,2 2,2 2.2 2,2 2.2
— U/]_Ul + u1v2 + U]_/U3 + U/2U1 + UQ'UQ + u2/03

+uzvi + uzvy + uzvs

—U%’U% — U1V1U2V2 — U1V1U3V]

—U2V2U1V1 — ’LL%U% — U2VU3V3

—U30V3U1V1 — U3V3UV2 — ugvg
= ugvg — 2U9U3U3Vy + ugvg

+u§v% — 2usviuvg + u%vg

Fudvd — 2uivaugvy + uiv?

= (ugvs — USUQ)2 + (ugus — U302)2 + (uvg — U2711)2

Siis |w| = |ul|v]|sin 6.

Osoitetaan vield, ettd kolmikko (u,v,w) on positiivisesti suunnis-
tettu. Kierretdan koordinaatistoa siten, ettd u on positiivisella -
akselilla ja v on zy-tason siinéd puolikkaassa, jossa pisteiden y-koordinaatti
on ei-negatiivinen. Télloin voidaan merkita

u = 21l
V. = T2l+ 1Y),

missd x; > 0 ja yo > 0. Talloin vektorin w = xy.k, missa xyy, > 0,
suunta on positiivisen z-akselin suuntaan ja kolmikko (u, v, w) on posi-
tiivisesti suunnistettu. Siis vektori w = u x v, joka madratadn yhtalon
(1)) nojalla, toteuttaa Maéritelmén ehdot eli se on vektorien u ja
v ristitulo. 0
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Esimerkki 5.3.4. Tarkastellaan vektoreita u = 2i+j — 3k ja v =
—2j + bk. Talloin

uxv = (1-5—=(=3)-(-2)i+((-3):0—2-5)j+(2-(-2)—1-0)k
= —i—10j— 4k.
Merkitadn w = u x v. Télloin
w-v=(=1)-0+(=10)-(-2)+(—4)-5=0.

Kolmas tapa ristitulon madrdamiseen on muodollisesti determinantin
avulla. Jos késitteet matriisi ja determinantti ovat vieraita, voit hypéata
Huomautuksen ja Esimerkin yli. Nama kasitellddn kontak-
tiopetuksessa.

Huomautus 5.3.5. Ristitulo u x v saadaan myos determinantin

i j k
Uy U2 U3
V1 V2 Vs

avulla kehittamalld ensimmaisen rivin suhteen. Talloin

Uy U2
V1 V2

Uy U3
Vg U3

U U3
U1 U3

uxv= j+ k.

Esimerkki 5.3.6. Tarkastellaan vektoreita u = 2i+j — 3k ja v =
—2j + 5k. Laske u x v Huomautuksen [5.3.5[ nojalla.

Lause 5.3.7. Olkoot v, u ja w vektoreita avaruudessa R? ja c skalaari.
Talloin on voimassa

a) uxv=—(vxu),

(U+V)XW=uXW+VXW,
c(luxv)=(cu) xv=ux(cv),

)
)
)
)Juxu=0,
)
)
)

Todistus. Todistetaan malliksi b)-kohta. Merkit&én
u = uil+ ugj + usk,
v = v+ v + sk,

w = wii+ wyj + wsk.
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Osoitetaan siis, ettd u X (v 4+ w) = u X v+ u X w. Saadaan

ux (v+w) = ux ((v14+w)i+ (v2 +w2)j+ (v + ws3)k)
= (uz(vs + w3) — uz(va + wo))i
+(uz(v1 + wi) — ui(v3 + w3))]
+(u1 (vg + wa) — uz(vy + wy))k
= (ugv3 + ugws — U3y — UzWo)i
+(uzvy + uzwy — ugv3 — U W3)j
+(u1vg + ugwe — ugvy — ugwy )k
= (ugv3 — uzvz)i + (ugws — uzws)i
+(uzvy — uqv3)j + (uzw; — ugws)j
+(u1vy — uguy )k + (uwe — ugwq )k

= uXv—+uxw.

Esimerkki 5.3.8.

ixi=jxj=kxk=0
ixj=k, jxk=i, k xi=j.

Esimerkeissé [5.3.9] [5.3.10] [5.3.11], [5.3.12] [5.3.13] ja [5.3.14] tarkastel-
laan ristitulon kiyttoa pinta-alojen ja tilavuuksien laskemisessa. Osa
esimerkeista kidydadn lapi kontaktiopetuksessa ja osa on laskuharjoi-
tustehtavind. Voit toki opiskella ne myds omatoimisesti.

Esimerkki 5.3.9. Perustele, ettd vektorien u ja v virittdmén suun-
nikkaan ala on

As = |u||v|sinf = |u x v/,
missé # on vektorien u ja v vélinen kulma.

Esimerkki 5.3.10. Tarkastellaan kolmiota ABC', missd A = (1, 1,0),
B =(3,0,2) ja C = (0,—1,1). Laske kolmion ala.

Esimerkki 5.3.11. Oletetaan, ettd suuntaissiarmion samasta kérjesta
alkavina sdrminé on vektorit a, b ja c¢. Osoita, ettd suuntaissdrmion
tilavuus V' on skalaarikolmitulon (a x b) - ¢ itseisarvo.

Esimerkki 5.3.12. Tetraedrin kirkiné ovat origo ja pisteet A = (1, —1, 2),
B =(-2,3,0) ja C = (3,—2,1). Laske tetraedrin tilavuus.
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Esimerkki 5.3.13. Oletetaan, ettd vektorit u, v ja w ovat saman
tason suuntaisia. Perustele, miksi w - (u x v) = 0 ja edelleen

w; W2 Ws3
Uy U2 U3 | = 0.
U1 Vg Vs

Esimerkki 5.3.14. Tarkastellaan vektoreita u = i + 2j — 3k, v =
3i+tj+ bk jaw = 2i —j+ k, missd t € R on vakio. Etsitdén se luku
t, jolla vektorit ovat saman tason suuntaisia. Tiedetdén, ettd vektorit
ovat saman tason suuntaisia tdsmélleen silloin, kun niiden virittdméan
suuntaissdrmion tilavuus on 0, eli saadaan yhtalo

2 -1 1
1 2 3| =284Tt=0,
3 t 5

joka toteutuu tésmalleen silloin, kun ¢t = —4.

5.4. Suorat ja tasot avaruudessa R3. Tarkastellaan ensin suoraa
avaruudessa R? ja miiritiin sen yhtdlo. Tilannetta on havainnollis-
tettu Kuvassa 211

Olkoon L suora, joka kulkee pisteen Py = (0, o, 20) kautta ja on
vektorin v = ai + bj + ck suuntainen. Olkoon piste O origo. Piste

P = (z,y,z) kuuluu suoralle, jos ja vain jos on olemassa sellainen
t € R, etti
—
O? = 0OF 0+ tv.
Merkitaan

5—P_(>):I'0, O?:I',

jolloin
ro = Zol+ yoj + 2ok,
r = zi+yj+ zk.
Talloin
r:ﬁ:O_ﬁg—l—tv:ro—l—tv.

Pisteen P, kautta kulkevan vektorin v suuntaisen suoran parametriesi-
tys vektorimuodossa on

(2) r =ry+tv, teR.
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Kuva 21. Suora L avaruudessa R3.

Siis kaikki ne pisteet (x,y,z), jotka toteuttavat yhtdlon jollakin
t € R, ovat suoran pisteitd. Toisin sanoen suora on avaruuden R3
pisteiden joukko, johon kuuluu déretén méaara pisteita.
Sijoittamalla yhtaloon r = rg + tv

ro = ol + yoj + 20k,

r = zi+yj+ 2k,

v = ai+bj+ck
saadaan

i+ yj + zk = xol + yoj + 20k + t(ai + bj + ck)

— zi+yj+zk = (ro+at)i+ (yo+ bt)j + (20 + ct)k.
Vektorit ovat samat, jos niiden komponentit ovat yhtasuuret. Saadaan
siis

T =1xy+ at
(3) y=1yo+0t |, t eR,
z2=2zy+ct

joka on suoran L parametriesitys koordinaattimuodossa.
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Esimerkki 5.4.1. Méaritetéaén pisteen Py = (0, —1, 2) kautta kulkevan
vektorin v = i+ 3j suuntaisen suoran parametriesitys seka vektorimuo-
dossa ettd koordinaattimuodossa.
Merkitaan
g = —j + 2k.
Suoran parametriesitys vektorimuodossa on

r = ro+tv
= —j+2k+t(i+ 3j)
= ti+ (=14 3t)j+ 2k,

misséd t € R. Edelleen suoran parametriesitys koordinaattimuodossa
on

r=0+1-¢
y=—-1+3t , teR,
z2=240-t

eli
r =1t

(4) y=—1+4+3t , teR.
z =2

Suora on esitetty Kuvassa [22]

Esimerkiksi piste (0, —1,2) on suoran piste, silld sijoittamalla z = 0,
y = —1ja z = 2 sekil valitsemalla ¢ = 0 yhtaloryhméssi ([4), yhtéloryh-
mén kaikki yhtélot toteutuvat. Sen sijaan esimerkiksi piste (0,0,0) ei
ole suoran piste, silla olipa ¢ mikd tahansa reaaliluku, niin yhtaloryh-
mén (4) viimeinen yhtalo ei toteudu, kun sijoitetaan x =y = z = 0.

Jos suuntavektorin v komponentit eli suoran suuntaluvut a # 0, b #
0 ja ¢ # 0, niin parametri ¢ voidaan ratkaista koordinaattimuotoisista
yhtaloista . Saadaan
T — Xy Y — %o 2= 20

t= . = . t= .
a b c

Talloin siis
T — o Y—1Y Z— 20

(5) a b ¢

joka on suoran L yht&lé normaalimuodossa. Siis kaikki pisteet (z,y, 2),
joille yhtalot patevit, ovat suoran pisteitd. Jos jokin suuntalu-
vuista on nolla, ei parametria t voida ratkaista. Kun esimerkiksi a = 0,
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KUVA 22. Suora r = ti+ (—1 + 3t)j + 2k avaruudessa R3.

saadaan
— z— 2
x:xo/\y Yo _ 0
b c

Vastaavasti tarkastellaan tilanteita, joissa b = 0 tai ¢ = 0.

Esimerkki 5.4.2. Madritetaéan pisteen Py = (0, —1,2) kautta kulke-
van vektorin v = i + 3j suuntaisen suoran yhtilo normaalimuodossa.
Ratkaistaan yhtaloista parametri ¢ ja saadaan

_y+1
=

Viimeisessad yhtalossa ei esiinnyt parametria ¢, joten saadaan z = 2.
Téaten suoran yhtalé normaalimuodossa on

1
x:& z = 2.
3

t=ux, t

Esimerkki 5.4.3. Mééritetaan pisteiden (1,—1,2) ja (2, —3,4) kautta
kulkevan suoran yhtdlo. Merkitddn Py = (1,—1,2) ja P, = (2, —3,4).
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Koskw)ora kulkee pisteiden Fy ja P; kautta, niin sen suuntavektori on
v = FpP; =1i— 2j+ 2k. Olkoon rj pisteen Py paikkavektori. T&ll6in
ro = i—j + 2k. Edelleen suoran parametriesitys vektorimuodossa on
r = rog+tv
= i—j+2k+1t(i—2j+2k)
= (1+8)i+(—1-20)j+ (2+2t)k,

misséd ¢ € R. Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa on

r=1+1
y=—-1-2t |, teR.
z=2+2t
Suoran yhtélo normaalimuodossa on
y+1 z-2
r—1l=—->"—= :
2 2

Tarkastellaan seuraavaksi tasoa avaruudessa R? (Kuva . Taso
tulee tiysin midrityksi avaruudessa R3, jos tiedetiin yksi tason piste
Py = (%0, Yo, 20) ja tason normaali v = Ai+ Bj + Ck.

vektorit-r2-r3/kuva23.pdf

ZA

\

Kuva 23. Taso avaruudessa R3.
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Piste P = (z,y, 2) sijaitsee tasossa, jos ja vain jos
BoP = (z = wo)i+ (y = yo)i + (2 — )k
on kohtisuorassa vektoria v vastaan eli
V- ﬁ =0
= (Ait Bj+ ) (o — m0)i+ (y— )i+ (= — 20)k) = 0.
Téaten tason yhtaloksi normaalimuodossa saadaan
(6) (. —x9)A+ (y —yo) B+ (2 — 20)C = 0.

Siis kaikki pisteet (z,y,z), jotka toteuttava yhtdlon (6)), ovat tason
pisteits. Toisin sanoen taso on joukko avaruuden R? pisteitd. Merkit-
semalld D = —Axy — Byy — C'zy saadaan yhtalo yleisempéaédn muotoon

Az +By+Cz+ D =0.

Kaintden saadaan, ettd yhtdlon Ax + By + Cz + D = 0 kuvaaja on
aina taso, jos patee A # 0, B # 0 tai C' # 0. Tason normaalina on
talloin vektori v = Ai + Bj + Ck.

Esimerkki 5.4.4. Maaratdan yhtalo tasolle, joka kulkee pisteiden P, =
(1,1,0), P, = (0,2,1) ja P; = (3,2,—1) kautta. Muodostetaan kaksi
vektoria, jotka ovat tason suuntaisia. Saadaan
55 ..
w = PP=-i+j+k,
—
Uy = P1P3:21+J—k

Tason normaali on kohtisuorassa vektoreita u; ja u, vastaan. Taten
normaali saadaan ristitulona

vV = u; X Uug
ij k
— -1 1 1
2 1 -1
= —2i+j-3k

Valitaan tason yhtaloa varten piste P;. Tason yhtaloksi saadaan
(x=1)(=2)+-D1)+(z-0)(=3) =0
— “2r+24+y—1-32=0
<~ 2x—-y+32—-1=0.
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Esimerkki 5.4.5. Osoitetaan, ettd tasot r —y =3 jaz+y+2=0
leikkaavat ja etsitdan vektori u, joka on yhdensuuntainen leikkaussuo-
ran kanssa. Tasot leikkaavat, jos niilli on yhteisid pisteitd tai nii-
den normaalit eivit ole yhdensuuntaisia. Voidaan ensin pohtia, onko
yhteiset pisteet helppo maarittad. Téassé tilanteessa esimerkiksi piste
(4,1, —5) toteuttaa molempien tasojen yhtélot ja on téten molempien
tasojen piste. Nain ollen tasot leikkaavat.

Toisaalta voidaan tarkastella myds sité, ovatko tasojen x —y—3 =0
ja x +y + 2z = 0 normaalit yhdensuuntaiset. Normaalit ovat

vy = i— j7
vo = i+j+k
Tutkitaan, onko olemassa sellaista lukua ¢ € R, ettd tve = vy eli
ti+tj +tk =1 — j. Toisin sanoen tutkitaan, onko yhtaléryhmalla
t=1
t=-—1
t=20

ratkaisua. Havaitaan heti, ettd ei ole olemassa sellaista lukua ¢ € R,
ettd tvy = vy. Siis normaalit v ja vy eivéit ole yhdensuuntaiset, joten
tasot eivit ole yhdensuuntaiset eli ne leikkaavat.

Tasojen leikkaussuora on kohtisuorassa normaaleja vastaan. Nain
ollen leikkaussuora on yhdensuuntainen vektorin

U = V] X Vo
i jk
— |1 -1 0
1 11
= —i—j+2k

kanssa.

Maarataan seuraavaksi tason yhtalo, joka kulkee kahden muun tason
leikkaussuoran kautta. Tarkastellaan kahta tasoa

T1 . A11‘+Bly+012—|—D1:0
TQ . AQ(L’ + Bgy + CQZ + DQ = 0,

jotka eivit ole yhdensuuntaisia eli ne leikkaavat. Etsitdén siis tasojen
T: ja T, leikkaussuoran kautta kulkevan tason yhtéld. Tilannetta on
havainnollistettu Kuvassa 241

Olkoon A € R vakio. Muodostetaan yht&lo
(7) All' + Bly + Clz + D) + )\(Agl’ + Bgy + OQZ + DQ) = 0,
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Kuva 24. Tasot x +y — 2z =6 ja2x —y+ 2 = 2 sekd
niiden leikkaussuoran kautta kulkeva taso.

josta saadaan
(8) (Al + )\AQ)I + (Bl + /\Bg)y + (Cl + )\CQ)Z + (D1 + )\DQ) =0

ja havaitaan, ettd muodostettu yhtédloé on jonkun tason yhtélo. Jos
(x,y,z) on tasojen T ja T, leikkaussuoran piste, niin piste toteuttaa
tasojen T ja T yhtélot. Téten piste (z,vy, z) toteuttaa myos yhtalon
ja edelleen yhtélon (8)). Siis olipa A miké tahansa jokainen tasojen
T ja T5 leikkaussuoran piste on tason (8)) piste. Siis yhtlo (7)) on yht#lo
sellaiselle tasolle, joka kulkee tasojen T} ja T3 leikkaussuoran kautta.
Kaantien saadaan, ettéd jokainen tasojen T} ja T5 leikkaussuoran kautta
kulkevan tason yhtdlé Asx + Bsy + Csz + D3 = 0 voidaan esittda
muodossa sopivalla arvolla A\. Huomaa, ettd olipa A € R miké
tahansa, niin yhtalo ei esité tasoa T5.

Esimerkki 5.4.6. Tarkastellaan tasoja x4+y—22z =6 ja2x—y+2z = 2.
Etsitdan sellainen taso, joka kulkee tasojen leikkaussuoran ja pisteen
(—2,0,1) kautta (katso Kuva [24). Olkoon A € R vakio. Muodoste-

taan tunnettujen tasojen leikkaussuoran kautta kulkevan mielivaltaisen
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tason yhtalo. Yhtéloksi saadaan
(9) r+y—2z—6+ A2 —y+2—-2)=0
missd A € R. Muodostetaan yhtalo sille tasolle, joka kulkee pisteen
(—2,0,1) kautta. Tehtévina on etsid se A, jolla piste (—2,0, 1) toteut-
taa yhtalon @ Siis sijoitetaan yhtélossa @ r=-2,y=0jaz=1.
Saadaan
—240-2-1—6+A2-(=2)—0+1—-2)=0 < A=-2.
Kysytty tason yhtilo on siis
r+y—2z—6+(-2)2r—y+2—-2)=0
— 3dr—-3y+4z+2=0.

Tarkastellaan seuraavaksi avaruuden R?® pisteen Py = (g, %o, 20)
etaisyyttd suorasta ja tasosta. Etdisyydella tarkoitetaan pisteen Fp
ja sen suoran tai tason pisteen, joka on lahimpénéa pistetta F,, valista
etaisyytta. Toisin sanoen etsitdédn pisteen F ja suoran tai tason valista
minimietéisyytta. Vastaavasti voidaan maaritelld myos suorien véalinen
etéisyys, tasojen vilinen etéisyys sekéd suoran etaisyys tasosta.

Lauseet ja osoitetaan kontaktiopetuksessa. Samalla ker-

rataan avaruuden R3 suoriin ja tasoihin liittyvii perusasioita.

Lause 5.4.7. Olkoon Py = (0, Yo, 20) avaruuden R3 piste ja L suora,
joka kulkee pisteen Py kautta ja on vektorin v suuntainen. Tdalloin
pisteen Py etdisyys d suorasta L on

|(ro —r1) X V|

d= ,
v
missd rg = OFy jar, = OP;.
Todistus. Luennot. O

Esimerkki 5.4.8. Lasketaan pisteen (2,0, —3) etéisyys suorasta r =
i+ (14 3t)j — (3 —4t)k. Suoran parametriesitys koordinaattimuodossa
on

r=1
y=1+3t teR.
z=—3+4t

Havaitaan, ettéd suora kulkee pisteen P; = (1,1, —3) kautta ja on vek-
torin v = 3j+4k suuntainen. Pisteitd P, ja P, vastaavat paikkavektorit
ovat

o = 21—31{,
r, = i+j-3k
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Pisteen (2,0, —3) etdisyys suorasta on

d = ‘(I‘O—rl)xv‘

v
(i —J) x (3j + 4k)|
V342
—4i — 4j + 3k

25
VE (4 + 3

5
V2

5

Lause 5.4.9. Jos Py = (0, Yo, 20) on avaruuden R? piste ja tasona on
Ax + By + Cz+ D = 0, niin pisteen Py etdisyys d tasosta on

‘AJZO + Byo + CZO + D‘
VAT BErCE

Todistus. Luennot. O

d:

Esimerkki 5.4.10. Lasketaan pisteen (2, —1, 3) etéisyys tasosta 2z —
2y — z — 9 = 0. Lauseen [5.4.9| nojalla

2:24+(=2)(-1)+(-1)-3+(-9)
VE (224 (-1
| = 6]

—6
V9

d:

= 2
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