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ALKULAUSE

Vuodesta 1927 lihtien olen Helsingin, Ziirichin ja erdissd muissa yli-
opistoissa toistuvasti luennoinut geometrian loogisista perusteista.
Monelta taholta on minua pyydetty julkaisemaan ndmé luentoni. Kos-
ka samoja kysymyksid on kisitelty lukuisissa teoksissa, olen epdillyt,
onko syytd saattaa luentoni julkisuuteen. Kun nyt sen kuitenkin teen,
on paatdkseeni vaikuttanut kuuntelijoiden osoittama kiinnostus seké
ennen kaikkea se, ettd esitykseni osalta sekd muodollisesti ettd asialli-
sesti poikkeaa siitd, mitd alan kirjallisuus sisiltad.

Teokseni on tarkoittettu kurssikirjaksi matemaattisten aineiden
opiskelijoita, erityisesti koulunopettajiksi valmistautuvia varten. Se
soveltuu myds logiikan ja filosofian opiskelijoiden sekd eksaktin
tutkimuksen peruskysymyksistd kiinnostuneiden harrastelijoiden
luettavaksi.

Seuraavassa johdannossa esitén erditd paandkokohtia, joita ndissi
luennoissani olen pitényt silmalla.

Professorit Gustaf Jarnefelt, Oiva Ketonen, Paul Kustaanheimo ja
yo Pertti Kivimiki ovat huomautuksillaan antaneet minulle térkeitd
virikkeit4, jotka kiitollisuudella olen ottanut huomioon esityksessini.

Lausun myds kiitokseni kustantajalle, joka on suostunut julkaise-
maan nama luentoni.

Helsingissé, maaliskuussa 1972
Rolf Nevanlinna
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JOHDANTO

Niiden luentojen tarkoituksena on 1) rakentaa kaksiulotteisen affiinin
geometrian jarjestelma, sekd 2) tutkia tAmén jarjestelman metrisoimis-
probleemaa, janojen ja kulmien kongruenssi-opin konstruoimiseksi tar-
joutuvia eri mahdollisuuksia.

Affiiniin tasogeometrian aksiomaattiseksi perusteluksi seuraamme
klassisia menettelyjd. Tamén opin perusobjekteiksi eli -alkioiksi va-
litsemme kaksi joukkoa: pisteiden joukon ja suorien joukon. Naitd yh-
distid kaksi perusrelaatiota eli -suhdetta: insidenssin suhde (»piste on
suoralla») ja jérjestyksen suhde (»kolmesta saman suoran pisteestd si-
jaitsee yksi molempien muiden valissa»).

Perussdidinnét eli aksiomit sisiltavat sddnt6jd, joita perusobjektien
seki perussuhteiden oletetaan noudattavan.

Aksiomaattisissa opeissa on tapana heti esityksen alkuun luetella ak-
siomit, jotka madrdavit perusalkioiden ja -suhteiden muodostaman
jérjestelmin struktuurin eli rakenteen. Poiketen tastd menettelystd ra-
kennamme affiinin geometrian asteettain. Insidenssin ja jirjestyksen
aksiomit asetetaan perittiisesti. Ennen kuin uusi aksiomi lisétdén jo
asetettujen aksiomien joukkoon, tutkitaan kulloinkin, ovatko ne kol-
me vaatimusta voimassa, jotka jokaisen ankaran matemaattisen teo-
rian on taytettivd. Niméd ovat: 1) asetettujen aksiomien tulee olla kes-
keniin loogisesti ristiriidattomia; 2) niiden tulee olla toisistaan loogi-
sesti riippumattomia; 3) aksiomijarjestelméin tulee olla tdydellinen.

Ehto 1) sisiltid sen, ettd asetettu aksiomisysteemi (4) ei sisalld vali-
tontd (eksplisiittistdl) ristiriitaa eikd myoskddn valillistd (implisiittista)
ristiriitaa, minkd aksiomien perusteella suoritettu looginen deduktio
toisi ilmi.

Ehto 2) vaatii, ettd systeemi (A) ef sisdlla aksiomia 4,, joka voitai-
siin loogisesti johtaa muista aksiomeista (4). Jos ndin olisi laita, voi-
taisiin lause 4, poistaa oletettujen peruslauseiden (aksiomien) jou-
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kosta. Se siirtyisi silloin loogisesti johdettavien (todistettavien), ns.
teoreemain joukkoon.

Kolmas vaatimus 3) vihdoin sisiltdd sen ettd, lyhyesti sanottuna,
aksiomit (A) yksikdsitteisesti kiinnittdvat niiden pohjalta rakennetta-
van affiinin geometrian jarjestelmén loogisen rakenteen.

Naiitd kolmea loogista peruskysymystd tutkimme siis asteettain.
Kulloinkin jo asetettua aksiomijirjestelméi (A4) tarkastellaan ristirii-
dattomuus- ja riippumattomuuskysymyksen kannalta. Jos se tdyttia
nimi ehdot (1) ja 2)), mutta ei vield ole loogisesti tiydellinen (ehto
3)), se voidaan thydentdd, siten ettd jokin A-jirjestelméstd loogisesti
riippumaton, perusobjekteja ja perussuhteita koskeva lause 4’ lisétidén
silhen uudeksi aksiomiksi. Néin saatu laajennettu aksiomisysteemi
((4) ynni A°) Laytiéd edelleenkin vaatimukset 1) ja 2), mutta se saattaa
vielakin jaada epatiydelliseksi (ehto 3) ei siindkdin ole voimassa).
Aksiomijirjestelmi voidaan silloin edelleenkin taydentéd, ja ndin jat-
ketaan, kunnes (riippumattomuus- ja ristiriidattomuusehtojen lisaksi)
tdydellisyydenkin vaatimus 3) toteutuu.

On merkillistd, ettd timi pAdmaard voidaan saavuttaa Adrelliselld
midrilli aksiomeja (4). Esityksessimme tulemme lopuksi kymmenen
aksiomin muodostamaan jirjestelméén, jossa kaikki vaatimukset 1),
2), 3) on taytetty. Nami aksiomit tiivistavat koko affiinin tasogeomet-
rian suppeaan muotoon: jokainen lausuma, joka koskee pisteiden ja
suorien insidenssii ja jirjestyksen suhdetta on joko aksiomien looginen
seuraus (oikea lause) tai ristiriitainen (vadré lause).

Kun affiini tasogeometria siten on loogisesti taydellinen, suljettu jar-
jestelmi, on kaikki késitteet (objektit ja suhteet), jotka siind otetaan
kidytintdon, mddriteltdvd annettuja peruskisitteitd (pisteitd, suoria,
insidenssin ja jirjestyksen suhteita kiyttdmalld). Néin menettelemme
myds, kun siirrymme (luku II) tutkimaan affiinin tason metrisoimis-
probleemaa, janojen ja kulmien yhtenevaisyyden eli kongruenssin maé-
rittelyyn ja niiden mittaamisen kysymykseen.

Yhdensuuntaisten janojen ja myds kulmien suhteen kongruenssin ké-
site luonnollisella tavalla voidaan mééritelld affiinin yhdensuuntai-
suusopin avulla.

Kun sen jilkeen kdymme tutkimaan mahdollisuuksia laajentaa



kongruenssioppia kisittimain erisuuntaisia janoja, noudatamme per-
manenssin periaatetta, joka yleensakin on tdrkein matemaattisten ka-
sitteiden yleistimisprosessien johtava prinsiippi.

Jos tallsin aluksi halutaan sdilyttdd vain yhdensuuntaisten janojen
kongruenssin perusominaisuus, etti se on ekvivalenssi (s.0. refleksiivi,
symmetrinen ja transitiivi suhde), seuraa siitd, ettd (erisuuntaistenkin)
janojen kongruenssi tulee taysin maaratyksi, kun on annettuna piste O
ja pisteistd (E), joka on O:n suhteen symmetrinen ja »tdhtimiinen»,
s.0. jokainen O:n kautta kulkeva suora sisaltdd tasmalleen kaksi, O:n
suhteen symmetristd pistetti E. Nimitimme joukkoa (E) O-keski-
seksi mittaviivaksi (vilttien aluksi nimitystd »ympyri»). Janojen kon-
gruenssi tulee yksikisitteisesti kiinnitetyksi, jos mittaviivan kaikki »sa-
teet» OF madritellddn kongruenteiksi.

Jos erityisesti mittaviiva E on kupera, vallitsee affiinissa tasossa
metrinen geometria, minké tdmén vuosisadan alussa MINKOWSKI esit-
ti.t

Mittaviiva E ei vield salli kongruenssin késitteen laajentamista kul-
mia koskevaksi. Mutta tissikin permanenssin periaatteen noudatta-
minen vie eteenpiin. Kulmien kongruenssin yksikésitteiseksi kiinnitta-
miseksi janojen kongruenssien avulla on valttimAatontd ja riittdvaa,
ettd janojen kongruenssi toteuttaa erdén erikoisen ehdon, joka kylld
on voimassa yhdensuuntaisten kulmien erikoistapauksessa. Jos timé
ehto, jota nimitimme postulaatiksi 111, asetetaan, se suuresti rajoittaa
mittaviivan valintaa, seuraavalla tavalla.

1) Jos mittaviiva sisiltid kolme pistettd 4, B, C, jotka keskipisteen
O suhteen muodostavat kuperan kuvion, on E ellipsi. Niin metrisoitu
affiini jarjestelmi on euklidinen tasogeometria.

2) Jos kuvio ABC on kovera O:n suhteen, on E kahden litfohyper-
belin muodostama. Niin metrisoitu affiinitaso muodostaa Lorentzin—
Einsteinin—Minkowskin geometrian, missi tasolla on yksi ajallinen ja
toinen paikallinen ulottuvuus.

Tason kierron madrittelee talléin suhteellisuusteorian Lorentz-
muunnos.

1 Yleistettynd #ireténtd ulottuvuutta olevaan affiiniin avaruuteen Minkowskin
geometria vastaa BANACH'in v. 1930 esittdimid geometriaa.
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3) Jos vihdoin 4, B, C ovat suoralla viivalla, mittaviiva E muodos-
tuu kahdesta yhdensuuntaisesta suorasta. Nain metrisoitua affiinia
jarjestelmii nimitin Galilei-geometriaksi, koska sen kierrot (ortogo-
naalimuunnokset) ovat samat kuin klassillisen fysiikan Galilei-muun-
nokset.

Luentojeni péitteeksi esitetddn. vicld, miten affiinigeometria per
manenssiperiaatteen nojalla tiydennetidn projektiivigeometriaksi.
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I AFFIINIGEOMETRIA

§ 1. Insidenssijédrjestelmé

1.1. Perusalkiot

Tasogeometrian tutkimus kohdistuu kahteen alkiojoukkoon, jotka
oletetaan annetuksi. Ne ovat:

A. Joukko alkioita (P), joita nimitetddn »pisteiksi;

B. Joukko alkioita (L), joita nimitetddn »suoriksi».

1.2. Yhdistely- eli insidenssisuhde

Kuten yleensékin joukko-opissa, pelkistd joukoista (P) ja (L) ei si-
ninsi ole paljoakaan sanottavaa, niin kauan kuin néihin joukkoihin
ei sisélly mitddn erityisid lisdoletuksia, jotka rajoittavat niiden muo-
dostaman jarjestelmin rakennetta eli struktuuria. Alkeisgeometrian
systeemin varsinainen problematiikka alkaa vasta silloin, kun perus-
alkioiden (P) ja (L) joukot varustetaan nédiden alkioiden vélisilli ra-
kenteellisilla suhteilla eli relaatioilla. Téllainen perusrelaatio on

1. Insidenssin eli yhdistelyn perussuhde. Jos P on piste ja L suora,
oletetaan edeltiikdsin annetuksi, vastaavatko ne toisiaan vai eivditko
ne vastaa toisiaan.

Edellisess tapauksessa sanotaan pistettd P ja suoraa L insidenteiksi,
jalkimmaisessd tapauksessa ne eivit ole insidentteja.

Jos olioihin »piste» ja »suorax liitetdén luonnollista geometrista ha-
vaintoamme vastaava kuva, niin ne ovat insidenttejd, jos »piste on
suoralla» (eli »suora kulkee pisteen kautta»), jota vastoin ne eivét ole
insidenttejd, jos »piste on suoran ulkopuolellay (eli »suora ei kulje
pisteen kautta»). Timi luonnollinen havaintopohja on johtanut ab-
straktisemman insidenssikésitteen muodostamiseen. Geometrian loogi-
sen rakenteen kannalta tuo havainnollinen kuva ei kuitenkaan ole

1 — Nevanlinna, Geometrian perusteet 1



oleellinen. Vieldpa on tirkes, ettd geometrian looginen tutkimus alun
pitden vapautetaan siitd. Alkioita »piste» ja »suora» ei vilttimitta ole
tulkittava nithin alkuaan liittyvien »geometristen hahmojen» mukaan
(kuten: »piste on avaruuden kohta, jolla ei ole mitdin ulottuvuuttay
tai »suora on yksiulotteinen viiva, joka ei kiyristy»). Ne on késitettava
joukoiksi olioita (P) ja (L), joihin ei liity mitdin erityisid laadullisia
ominaisuuksia. Joukon késitteen pohjana on ainoastaan olettamus,
ettd kahdesta sen oliosta (esim. pisteestd P,, P,) tiedetiiin, ovatko ne
identtisid (P, = Py) vai erillisici (P, = P,).

Vastaavasti insidenssisuhde on vapautettava siihen alkuaan liitty-
vastd geometris-havainnollisesta »hahmostax ; jaljelle ja4 vain abstrak-
tisempi olettamus, ettd toisaalta erdifit »pisteet» toisaalta erdit »suo-
rat» vastaavat toisiaan, jolloin nc nimitetdén insidenteiksi.

Pisteen P ja suoran L insidenssin ilmoitamme seuraavassa lyhyesti
merkinnélld: P — L. Jos ne eivit ole insidenttejd, merkitdan P - L.

1.3. Insidenssiaksiomit

Perusolioiden (P) ja (L) sekid niiden vélisten insidenssien oletetaan
lisiksi noudattavan erditd perussddntdji eli aksiomia. Asetetaan
aluksi seuraavat yksinkertaiset insidenssi- eli yhdistelyaksiomit:

Aksiomi 1.1. Jokaisella suoralla L on vihintdidn kaksi eri pistettd Py
Jja P, elimerkein: Jos L on suora, on vdhintdin kaksi pistettd P, ja P,
(Py #~ Py), niin ettd P, — L ja P, — L.

Aksiomi 1.2, Jokaisen pisteen P kautta kulkee ainakin kaksi suoraa
(P:n ollessa annettu, on ainakin kaksi suoraa L, ja Ly, (Ly # L), niin
ettiP—L,,P—L,).

Aksiomi I.3. Kahden eri pisteen kautta kulkee yksi ja vain yksi suora
(jos Py # P, on tdsmdlleen yksi suora L, niin ettd P, — L, P, — L).

Naiistd insidenssiaksiomeista seuraa esim:

Lause 1.1. On olemassa ainakin kolme eri pistettd.

Lause 1.2. On olemassa ainakin kolme eri suoraa.

Lause 1.3. Jokaisen suoran ulkopuolella on ainakin yksi piste.

Lause 1.4. Jos P on mielivaltainen piste, on ainakin yksi suora L, joka
ei kulje P:n kautta.
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Esimerkiksi todistamme lauseen 1.3: Jos L on suora, on ainakin yksi
piste P, siten etti P - L.

Todistus. Suoraiia L on ainakin kaksi pistetid Py, Py (Aks.1.1). P,
kautta kulkee suora L, # L (Aks. 1.2). Suoralla L; on piste P; #* P,
(Aks. 1.1). Piste Py —+ L, silld muuten olisi L:114 ja L;:114 kaksi yh-
teistd pistettd, P, ja Py, ja olisi siis L = L; (Aks. 1.3), vastoin yll4 ha-
vaittua (L; % L). L:n ulkopuolella on siis ainakin yksi piste, nimit-
tadin P,.

1.4. Aksiomijiirjestelmiin I. 1—3 ristiriidattomuus

Y14 olevassa todistuksessa olemme kéyttineet epAsuoraa paittelyd.
Osoittaaksemme, ettdi Py + L, oletimme antiteesin P, — L, ja siiti
johdettiin ristiriita. Antiteesi oli ristiriitaisena siis hylittdva. Epésuo-
ran péittelytavan kaavaa noudattaen paitettiin tistd edelleen, sttd
teesi, vaite P, -~ L on oikea.

Mutta onko timéi paitelmi loogisesti sitova? Antiteesi tosin oli
hylattavi, silld matematiikka ei hyvéksy loogisia ristiriitoja. Mutta
miten on siitd johdetun lauseen laita: »koska antiteesi osoittautui
vadriksi (ristiriitaiseksi), niin on sen vastakkainen lause, teesi, oikea»?
Itse asiassa tdmi johtop#ddtSs ei ole sitova. Silld voisihan olla, etti
myds tuo teesi, yhdessi aksiomien I. 1, 2, 3 kanssa, siséltéisi ristirii-
dan. Epésuoran paittelyn edellytyksend on siis, ettd annettu aksiomi-
systeemi on ristiriidaton jarjestelmai.

Miti keinoja on tarjolla tAmén ristiriidattomuusongelman ratkai-
semiseksi?

Ensiksi on vilttimitonts, ettd aksiomit eivit sisdlla eksplisiittistd,
ilmeisti ristiriitaa: niin olisi, jos jarjestelmdssd olisi kaksi aksiomia,
joiden viitteet, B ja B, samoilla olettamuksilla, ovat suoranaisessa
ristiriidassa keskenddn (toinen aksiomi viittdd, ettd B pétee, toinen,
ettd B pitee).

Mutta timi ei vield riitd. Silli vaikka aksiomit eivat sisalld ekspli-
siittistd ristiriitaa, se ei vield sulje pois mahdollisuutta, ettd aksiomi-
jarjestelmd olisi implisiittisesti ristiriitainen, niin ettd aksiomeista
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loogisin padttelyin voitaisiin johtaa kaksi lausetta T ja T, jotka sisél-
taisivat vilittoméan, eksplisiittisen ristiriidan.

Matemaattisen jirjestelman ristiriidattomuuskysymys onkin ongel-
mallinen. Koska aksiomeista (4) voidaan loogisesti johtaa yha uusia
seurauksia, teoreemoja, viimeksi mainittuja yleensid on rajaton luku-
midri, joiden muodostamaa kokonaisuutta ei vilittdmisti voi hallita.
Siten aksiomien muodostaman jirjestelmin implisiittinen ristirii-
dattomuus yleensi ei ole helposti ndhtivissa.

Itse asiassa tdtd ongelmaa ei aina voikaan selvittdd pysymailld ky-
seessd olevan aksiomaattisen teorian § sisilld, sen omissa puitteissa.
Sen ratkaisemiseksi jarjestelmin S peruselementit (sen perusoliot ja
sen perussuhteet) on asetettava suhteeseen johonkin toiseen jirjestel-
mddn S,, jonka ristiriidattomuus joko on ilmeinen tai oletetaan patk-
kansa pitdviksi: S:n peruselementit kuvataan jirjestelmadn S, siten
ettd ne yksikésitteisesti vastaavat eriitd Sj-jarjestelmén kasitteita.
S:n "kuvaksi’ saadaan siten S, :n eris osajirjestelmi S;, ja S:n jokai-
nen mielekds lausuma saa tietyn kuvalauseen jarjestelmin S puit-
teissa.l

Jos ndin saatu jirjestelmin S »kuvajirjestelmi» eli »malli» 5] tiyt-
tdd ehdon, ettd S:n aksioomien (4) kuvalauseet (A4,) ovat S;-jirjestel-
min oikeita (ristiriidattomia) lauseita (so. joko ne ovat S;:n aksio-
mia tai sen oikeiksi todistettuja lauseita), niin seuraa S;-jarjestelman
edellytetystd ristiriidattomuudesta, etti jarjestelmi S:kidn ei voi si-
siltid loogista ristiriitaa.

Téhan periaatteeseen perustuu pohjimmiltaan jokainen yritys rat-
kaista jonkin matemaattisen teorian ristiriidattomuus. Y4 oleva,
yleisyydessdédn ehkid hiukan abstrakti selitys tulee helpommin tajut-
tavaksi, kun kdymme selvittdmiin yksinkertaisen insidenssijirjestel-
mén (L. 1, 2, 3) ristiriidattomuutta. Y113 esitetyn perinaticen sovella-
mista helpottaa tallsin, ettd tuon jirjestelmin kuvaamiseksi voidaan
kayttad finiittistd mallia Sy, joka sisiltia vain ddrellisen mddrdn perus-
alkioita.

1 Sanomme aksiomijdrjestelmin S lausurnaa mielekkiilesi, jos se sanoo jotakin S:n
perusolioista ja perussuhteista (vilittimdttd siitd, onko lausuma S:n oikea tai viird
lause). Esim. ylld esitetyssd suppeassa insidenssidrjestelmissd, jota kolme aksiomia
I. 1.2.3 sddnndstelee, lausuma »on vain yksi suora» on mielekds, mutta vi4ri.
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Aksiomijarjestelmin 1. 1—3  ristiriidattomuus. Tami jarjestelma
toteutuu esimerkiksi seuraavassa yksinkertaisessa »mallissa» joka
sisaltis tismilleen kolme pistettd Py, Py, Py ja kolme suoraa L, La, L,
ja missa insidenssisuhde on annettu seuraavan taulukon osoittamalla
tavalla:

P,—L,, Py—L; Py—+L,
(M) P, —L,, PZ_Ll, P, + L,,
pP;—1IL,, P;—L, Py~ L

Jokainen peruskisitteitd (piste, suora, insidenssi) koskeva lausuma
on tissi mallissa M joko oikea tai vdidri. Aksiomien I. 1—3 lausu-
mat ovat siind ilmeisesti oikeat. Siitd seuraa, ettd jarjestelmd I. 1—3
on ristiriidaton. Silla jos aksiomeista I. 1—3 loogisin paételmin joh-
detaan uusia lauseita T, voidaan tillaista piittelyketjua askel aske-
leelta seurata mallin M avulla, kunnes siin tullaan lausetta T vastaa-
vaan lauseeseen. Mutta koska M-jirjestelmd on ristiriidaton, niin
paittelyketju ei voi johtaa kahteen lauseeseen T ja T, jotka sisaltdisi-
vit ilmeisen ristiriidan. Aksiomijarjestelmi I. 1—3 on siis ristiriida-
ton.

M-mallin sijasta voidaan ko. ristiriidattomuustodistusta varten
kayttda muitakin konkreettisia, #drellisia malleja, ndiden joukossa
erityisesti sellaisia, jotka ovat isomorfeja M m kanssa, so. sellaisia, joi-
den peruskisitteet (pisteet, suorat, insidenssit) voidaan asettaa parit-
taiseen vastaavuuteen M-mallin peruskasitteiden kanssa.

Kuviossa 1 on kaksi tillaista mallia. Vasemmalla on merkitty kolme
pistettd P,, P,, P3 ja kolme suoraa L,, L,, L, ja insidenssisuhde on
annettu tavallisen geometrisen havainnon mukaan. Oikealla pisteet
on esitetty valkoisina palloina, suorat mustina palloina ja insidensseji
osoittaa valkoista ja mustaa palloa yhdistdva rihma.

Ylla esitetty aksiomijarjestelmén 1. 1—3 ristiriidattomuustodistus
piitee silloinkin, kun todistusketjussa jokin lause T todistetaan epé-
suoraa paittelyd kiyttimalld. Jos ndet T:n vastalause, (antiteesi) T
osoitetaan ristiriitaiseksi, se ei voi toteutua mallissa M. Koska kahdes-
ta vastakkaisesta lausumasta vain jompikumpi pétee »kuviossa» M,
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Py L,
P, L,
P, P, P, L,

L,

Kuvio 1 a ja b.

niin lausumista 7" ja T vain edellinen on toteutettu mallissa M, ja
padttelyketjussa saadut lauseet, erityisesti siis T, muodostavat risti-
riidattoman systeemin.

1.5. Aksiomien riippumattomuus

Aksiomijirjestelmin (4) Kkriittinen tarkastelu johtaa ristiriidatto-
muusongelman ohella toiseenkin perustavaan kysymykseen: Ovatko
aksiomit loogisesti riippumattomia toisistaan? Jos jarjestelmi sisal-
tad aksiomin 4,, joka on muiden aksiomien (4) looginen seuraus,
voidaan aksiomisysteemi supistaa: Aksiomi A, poistuu aksiomicn
joukosta ja siirtyy todistettavien lauseiden, teoreemain joukkoon.

Riippumattomuusongelmaakaan yleensd ei voi ratkaista annetun
jarjestelmén (4) omissa puitteissa. Jos epiilliin aksiomin A, olevan
muiden aksiomien (4,) looginen seuraus, ja pyritiin todistamaan 4,
aksiomien (4,) avulla, niin tillaisen yrityksen epionnistuminen ei
vield takaa A4,-lauseen riippumattomuutta. Silld voisihan Ay:n todis-
taminen lauseiden (4;) seuraukseksi myShemmin kenties sittenkin
onnistua.

Kuuluisimman esimerkin téllaisesta jatkuvasta epivarmuudesta
tarjoaa paralleeliaksiomin historia. Kahden vuosituhannen aikana
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geometrian tutkijat turhaan ponnistelivat todistaakseen yhdensuun-
taisuuslauseen Eukleideen muiden aksiomien avulla. Aikaa mydten

wolhwiatai gt $453 + Trai 3 11 i
vahvistui kiisitys, ettil tuo aksiomi on riippumaton lause. Lopulliseen

selvyyteen padstiin vasta 1830-luvulla, jolloin J. BOLYAI ja N. LOBAT-
SCHEWSKI (toisistaan riippumatta) kehittivit epdeuklidisen geometrian,
jonka systeemissd yhdensuuntaisuusaksiomi vaihdetaan loogiseksi
antiteesikseen (suoran L ulkopuolella olevan pisteen P kautta kulkee
vahintdin kaksi suoran L suuntaista tason suoraa).

Epieuklidiseen geometriaan johtivat siis vuosisatoja jatkuneet itse-
pintaiset yritykset paralleelilauseen A, vastakohdan, antiteesin A,
ristiriitaisuuden todistamiseksi. Epdsuoraa paittelyd kayttimalld odo-
tettiin, ettd A, :sta ynni muista Eukleideen aksiomeista (4,)lopulta joh-
duttaisiin loogiseen ristiriitaan. Yhi uusia seurauslauseita todistettiin,
jotka samoin kuin antiteesi 4,, poikkesivat Eukleideen jirjestelméin
vastaavista lauseista, mutta odotettu looginen ristiriita jii tulematta.
Niin Bolyai ja Lobatschewski piittelivit, ettd epacuklidinen jarjes-
telmi (jonka pohjan euklidiset aksiomit (4,) ynni paralleelilauseen
antiteesi 4, muodostavat) on loogiselta kannalta yhti virheetdn kuin
klassinen Eukleideen geometria.

Nami merkittivit oivallukset eivit kuitenkaan lopullisesti rat-
kaisseet yhdensuuntaisuusaksiomin riippumattomuuskysymysti. Ku-
ten edelld jo on korostettu, tillaisten loogisten kysymysten luontee-
seen kuuluu, etti niiden selvittimiseksi on poistuttava annetusta, tut-
kittavasta jarjestelmisti (4) ja konstruoitava sitd vastaava »kuva»
eli »malli» joidenkin muiden jarjestelmien piiristd. MyShemmin pa-
laamme tim#n periaatteen mukaisesti erityisesti paralleeliaksiomiin.

Niiden periaatteellisten huomautusten jilkeen jatkamme kolmen
aksiomin I. 1—3 muodostaman yksinkertaisen jarjestelmén loogista
tarkastelua.

1.6. Aksiomien I. 1—3 riippumattomuus

Tami kysymys selvitetddn, kuten vastaava ristiriidattomuus- eli kon-
sistenssiongelma, kiyttimalla finiittisii mallijirjestelmid. Alla oleva
taulukko siséltia tillaisen yksinkertaisen mallin.



Pisteet: Py, P, (P, £ P,),
Suorat: L, L, (L, L),
Insidenssi: Py — L,, Py — Ly, P, — L,, P, — L,.

Téssd kahden pisteen ja kahden suoran muodostamassa mallissa
aksiomit I. 1 ja I. 2 pétevit, aksiomi I. 3 sitd vastoin ei siind toteudu.
Samaa mallia vastaavat isomorfit kuviot:

L,

Pl Ll

Lg PZ L2

Kuvio 2.

Niistd malleista selvidd, ettd aksiomi I. 3 on loogisesti riippumaton
aksiomeista I. 1 ja L. 2.

1.7. Liséii yhdensuuntaisuusopista

Luonnollisen geometrisen nikemyksemme mukaan kahden suoran
yhdensuuntaisuuteen liittyy tietty havannollinen, meille kaikille hyvin
tunnettu »hahmon. Se ei kuitenkaan sisdlld mitién oleellista uutta loo-
gista suoran késitteen piirrettd, silla »yhdensuuntaisuus» voidaan mdd-
ritelld insidenssisuhteen avulla:

Kahta suoraa sanotaan yhdensuuntaisiksi, jos ei mikddn piste ole in-
sidentti molempien suorien kanssa.

Paralleelilause voidaan siis tisméllisesti lausua niin:

1) Olkoon P - L. Niiden suorien joukossa, jotka ovat insidentteji
P:n kanssa, on tismilleen yksi, L', joka ei ole insidentti L-suoran
mink&én pisteen kanssa.

Paralleelliaksiomin vastalause, antiteesi kisittds seuraavat mahdol-
lisundet:
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2) Jos P -+ L, on vihintiin kaksi suoraa, L # L”, jotka ovat insi-
dentteji P:n kanssa, mutta jotka eivit kohtaa L-suoraa, so. ei ole
pistettda P’ (P’ — L, P’ — L") eika pistettd P” (P" — L, P" —L").

3) Kahdella suoralla on aina yhteinen piste.

Nimi kolme lausetta, joista ensimméinen on voimassa euklidisessa
tasossa, toinen epaeuklidisessa tasossa ja kolmas projektiivissa ta-
sossa (vrt. luku III), ovat riippumattomia aksiomijérjestelméstd
I. 1-—3. Tam4 ilmenee mallista M (tapaus 3) ja alla olevista ku-
vioista 3 ja 4, missi insidenssisuhde on tulkittava »luonnollisen»
geometrisen havainnon mukaan.

4 pistettd, 6 suoraa (tapaus 1)

L
P4 2 P3
PI—LI’ L47L5 LG
PZ—LD L25 LG :
Py—Ls Ly, Ly . = L,
P4_L87 L4=L8 LS
P1 P2
Kuvio 3. L1

5 pistettd, 10 suoraa (tapaus 2)
P,

Pl . Ll: LE;’ Li: L2
P2 - L2, Lé’ Lia LS
Ps '—LS’ Lg’ L.‘I)s L4
P4 '—L4’ L;.’ L;, LB
P5 ’—Lﬁr L;’ Lé’ Ll

Kuvio 4. P, L, P,



1.8. Seuraavan tutkimuksen ohjelma

Sen jilkeen kun jarjestelmidn I. 1—3 aksiomien keskindinen ristirii-
dattomuus ja riippumattomuus nyt on ilmennyt, on tilanne timi:

Olkoon (S) niiden, peruskésitteiden (piste, suora, insidenssi) piirissi
mielekkdiden lausumien joukko, jotka siis sanovat jotakin niistd ja
vain niistd peruskisitteisti. Ndm4 lausumat jakaantuvat kolmeen
ryhmééin:

1) Aksiomijérjestelmistd I. 1—3 loogiscsti johdettavat lauseet (S;)
(ne sisiltivit aksiomit 1- -3). Nimitimme niiti oikeiksi lauseiksi;

2) Lauseiden (S)) antiteesit (S;). Naitd nimitimme vddriksi lausu-
miksi;

3) Aksiomeista I. 1—3 loogisesti riippumattomat lausumat (S,).
Niiden antiteesit (S,) ovat samoin riippumattomia. Lausumat (S,) ja
(S.) eiviit ole oikeita eivitkd myoskdin vadria.

Jos joukko 3) on tyhjd, aksiomijirjestelmi on tdydellinen. Systeemi
I. 13 ei taytd tata taydellisyyden ehtoa. Niinpi esimerkiksi paralleeli-
lause on riippumaton kolmesta aksiomista L. 1, 2, 3. (vrt kuviot 3 ja 4)

Jos jokin ristiriidaton ja riippumaton aksiomijirjestelmi (4) ei ole
tiydellinen, ja jos T, on siitd riippumaton lausuma, jarjestelmid voi-
daan tdydentdd ottamalla T, uudeksi lisdaksiomiksi. Laajennettu sys-
teemi (4, T,) edelleen tayttds ristiriidattomuuden ja riippumattomuu-
den vaatimukset. T,:n asemesta voitaisiin my8s sen vastalause (anti-
teesi) T, valita lisiaksiomiksi.

Insidenssijarjestelmi I. 1—3 voidaan niin muodoin tiydentad lisaa-
mdlla sithen yksi kolmesta paralleelilauseista 1), 2), 3) wudeksi, neljin-
neksi aksiomiksi. Pyrkimyksenimme on rakentaa euklidinen geomet-
ria, ja sen vuoksi jiimme ensimmdisen vaihtoehdon 1), paralleeliak-
siomin kannalle.

Ennen kuin tdmé tiydennys suoritetaan, on kuitenkin syyta laajen-
taa jirjestelmdd I. 1—3 loiseen suuntaan, ottamalla kiytintd6n uusi
perussuhde: jirjestyksen relaatio.
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§2. Suoran pisteiden jérjestys
2.1. Pisteiden jirjestys

Luonnollisessa geometrisessa havainnossamme esiintyy erditd piir-
teitd, joita ei voi loogisesti palauttaa edelld puheena olleeseen insidens-
sisuhteeseen. Suoran pisteet seuraavat toisiaan tietyssé jarjestyksessd
(»vasemmalta oikeaan» tai piinvastoin »oikealta vasempaan»), piste
jakaa suoran kahteen »puolisiteeseeny, suora jakaa sen ulkopuolella
olevat tason pisteet kahteen »puolitasoon», jne.

Selvittdiksemme tillaiset alkeisgeometrian piirteet on véalttima-
tontd ottaa kiytintddn uusi perussuhde: jdrjestyksen suhde. Tahdn
tulokseen johti 19. vuosisadan geometrian perustutkimus. Téssd yh-
teydessé on ensi sijassa mainittava PASCH ja HILBERT, joka kuului-
sassa teoksessaan »Grundlagen der Geometrie» viime vuosisadanvaih-
teessa selvitti geometrian loogisen rakenteen ja samalla loi perustan
ns. aksiomatiikan metodille, joka mullistavasti on vaikuttanut koko
matematiikan kehitykseen vuosisadallamme (vrt. Johdanto).

Vihemméin tunnettua niyttiad matemaatikkojenkin keskuudessa
olevan, etti jo GAUSS selvisti oivalsi, ettd jarjestyksen suhde on pos-
tuloitava insidenssin kéisitteestd riippumattomana alkeisgeometrian
perussuhteena.

»Jarjestyksen» késitteen pohjaksi on Gaussin ja Hilbertin mukaan
sopiva valita suhde »vilissé». Insidenssijirjestelma tiydennetdéin seu-
raavalla uudella perusolettamuksella :

II. Jirjestyksen perussuhde. Jokaista pisteparia A, B (A 5 B) vas-
taa tietty pistejoukko (X) (X £ A ja X # B).

Pisteiden X sanotaan olevan pisteiden 4 ja B »vilissd», ja merkitdin
tdmi: AXB tai BXA. X-merkki kirjoitetaan siis 4:n ja B:n viliin, vas-
taten »vélissd olemiseeny liittyvaa geometrista havaintoa. Tadma vilissi-
kisitteen luonnollinen »hahmo» johdattaa loogisen jarjestyskisitteen
muodostamiseen, mutta se ei timin kisitteen tulkitsemisen kannalta
ole oleellinen. Loogiselta kannalta jarjestyksen kiisitteeseen ei aluksi
ole liitettiva muuta kuin mitd perusolettamuksessa 1I on sanottu.!

1 Suuremman yhtendisyyden saavuttamiseksi voisi sallia,ettd »vilissé» olevien pisteiden
(X) joukko kisittdisi myds pisteet 4 ja B.
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2.2. Jirjestyksen aksiomit II. 1—3

Asetamme nyt eriitd jarjestyksen perussuhdetta rajoittavia sddntdja:

Aksiomi II. 1. Jos ABC (tai, mikd merkitsee samaa, CBA), niin pis-
teet A, B, C ovat samalla suoralla.

Aksiomi II. 2. Annetun suoran kolmesta pisteesti tdsmdlleen yksi on
molempien muiden viilissd.

Aksiomi II. 3. Olkoot pisteet A ja B annettuja (A # B). Silloin on
kolme muuta pistettd C, D, E, siten ettid ACB, ABD ja EAB.

Niistd aksiomeista seuraa heti

Lause 2. 1. Jokaisella suoralla on vihintdiin viisi eri pistettd.

Enempii ei voidakaan sanoa suoralla olevien pisteiden lukuméi-
risti. Tdma todetaan finiittisen mallin avulla, missi suoralla on tis-
milleen viisi pistettd A4, B, C, D, E, joiden jirjestys on annettu siten,
ettd aksiomit II. 1-—3 ovat voimassa. Tillainen jérjestelmi on esitetty
alla olevassa kuviossa:

A

Kuvio 5. D C

Kuviossa on tilldm sovittava siité, etti kérkipiste (esim. 4) on
niiden karkipisteiden »vilissi», jotka joko molemmat ovat sen »naa-
pureita» tai joilla ei kummallakaan ole titi ominaisuutta (4 on E:n ja
B:n ja samoin D:n ja C:n vilissi jne.).

Jos lisdksi insidenssiaksiomit I. 1—3 otetaan huomioon, kuudesly
aksiomista I. 1—3, II. 1—3 seuraa

Lause 2. 2. On vidhintddn 21 suoraa ja 21 pistettd.

Todistus. Olkoon O piste jaL, suora seki O—L,.O:n kautta kul-
kee suora Ly 7= L, (I. 2). Suoralla L, on nelji muuta pistetti 4;, 4,
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Ag, A, ja suoralla L, pisteet O, By, By, By, B, (lause 2. 1) Suorat Aﬂ
B(u=1,..,4,v=1,.., 4) ovat kaikki erillisid. Silld jos esim. 4; B,
= Ay B,, olisi B,— A, B, ja siis 4, — Ly, mistd seuraisi ristiriita
L, =L, (L3).

Suoralla 4, B, on vield kolme muuta pistettd C;, C,, C; (fause 2. 1),
jotka eivat yhdy pisteisiin O, Ay By, koska A4, B; # L, ja Ay By #
L, (I. 3). Sen vuoksi suorat OC;, OC,, OC, ovat erillisii edella maini-
tuista suorista. Siten olemme 16ytineet: 2 suoraa Ly, L,, 16 suoraa
A ” B,, 3 suoraa OC,), eli yhteensi 21 suoraa.

Jokaisella suoralla 4, B, (v = 1, 2, 3, 4) on kolme pistettd (C), jotka
eivit yhdy mihinkain pisteeseen O, ‘4#' By(u=1,..,4v=1,..,
4). Niitd pisteitd (C) on 4 -3 = 12. Niiden liséksi on vield yhdeksan
pistettd O, A,u’ B,(pu=1,..,4;,v=1,.., 4). Pisteitd on siis kaik-
kiaan véhintidin 21.

2.3. Jiirjestelmiin I. 1-3, II. 1-—3 ristiriidattomuus

Tamén osoitamme jalleen #irelliselld mallilla, missd kaikki kuusi ak-
siomia on toteutettu. Malli, mink#d GUSTAF JARNEFELT on minulle
osoittanut, sisiltii pienimmin mairin perusalkioita, nimittdin t&s-
mélleen 21 pistettd ja 21 suoraa:

Olkoon pisteiden AM (v =1,2,...,21) ja suorien L, (v =1, 2,
...,21) joukoissa insidenssin ja jirjestyksen suhteet annettu seuraa-
valla tavalla:

I. Insidenssi. Suora L, on insidentti pisteiden 4, 4,1, 4416
Ayio Ay (#=1,2,..., modulo 21) kanssa.

II. Jirjestyksen suhde on kullakin suoralla annettu kuten kuvio 5
osoittaa.

Todetaan, ettd kaikki aksiomit I. 1—3, II. 1—3 télléin patevit, ja
taima aksiomijirjestelma on siis ristiriidaton.

Vield olisi tutkittava, ovatko jarjestyksen aksiomit IL. 1—3 toisis-
taan riippumattomia. Tdm# ominaisuus on niin ilmeinen, ettd emme
siihen puutu.

Ettd kuuden aksiomin I. 1—3, IT. 1—3 muodostama jirjestelma ei
vield ole tdydellinen, tulee osoitettavaksi myShemmin.
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2.4. Paschin aksiomi

Luonnollisen ndkemyksemme mukaan suora L, joka leikkaa kolmion
ABC sivun AB (A4:n ja B:n vilissd), valttdméttomasti leikkaa joko si-
vun BC (B:n ja C:n vilissd) tai sivun AC (4:n ja C:n vilissi), mikali
se ei kulje C-pisteen kautta. Tamai lause voidaan insidenssi- ja jirjes-
tyksensuhteen avulla lausua seuraavalla tavalla:

Aksiomi II. 4 (Paschin aksiomi). Olkoot A4, B, C kolme pistettd, jotka
eivit sijaitse samalla suoralla, ja L suora, joka ei ole insidentti niiden
kanssa. Jos L-suoralla on piste P pisteiden A ja B vilissi (APB), suora
L sisdltid pisteen Q, joka tdyttid ehdon AQC tai ehdon BQC.

Viimeisen lauseen sana »tai» on téssi kéisitettivi logiikan inklusiivi-
kisitteen mukaisesti. »Tai» -sana ei siis tdssd vaiheessa sulje pois mah-
dollisuutta, ettd L-suora kohtaa sekd sivun AC pisteiden 4 ja C vilissi
ettd sivun BC pisteiden B ja C vilissi. Mutta edelli asetetusta aksio-
mista II. 4 seuraa, ettd toinen niistd vaihtoehdoista on suljettava pois.
Todistamme:

Korollaario IL. 4'. Aksiomin I1. 4 oletuksilla suora L kohtaa joko sivun
AC tai sivun BC.

Todistusta varten riittda osoittaa, ettd kuusi suhdetta APB, AQC,
BRC, P—L, Q—L, R—L (kuvio 6) eivit yhtaikaa voi olla voimassa.
Olettakaamme hetkeksi, etti nimi suhteet vallitsevat. Soveltamalla
aksiomia II. 4 kolmioon A4BQ ja suoraan CP seuraa, etti BQ:n ja

C

Kuyvio 6.
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CP:n leikkauspiste S on pisteiden Q ja B vilissi. Edelleen seuraa tisti

aksiomista, kun se sovelletaan kolmioon BOR ja suoraan CP, etti
suhde OTR vallitsee. Koska suorilla CPia I ei vot olla useampia kuin

suhde QTR vallitsee. Koska suorilla CP ja L ei voi olla useampia kuin
yksi yhteinen piste, on T = P ja siis QPR. Vastaavalla tavalla ndyte-
tdin, ettdi PRQ ja RQOP, miki sotii aksiomia II. 2 vastaan.

Lause I1. 4’ on siten todistettu.

2.5 Paschin aksiomin looginen asema

Jarnefeltin mallin 2.3 avulla pditellddn, ettd Paschin aksiomi ei
seuraa aksiomeista I. 1-—3, II. 1—3. Silld mallissa ndmai kuusi aksio-
mia toteutuu, jota vastoin Paschin aksiomi ei siind vallitse. Sen mu-
kaan, mits luvussa 1. on esitetty, jad siis vain kaksi mahdollisuutta:
Joko lause II. 4 on ristiriidassa aksiomien I. 1—3, II. 1—3 kanssa
tai se on néistd aksiomeista loogisesti riippumaton.

My6hemmin tulemme osoittamaan, ettd jilkimmdinen ehto on
voimassa. Tastd seuraa, ettd jarjestelma I. 1—3, II. 1—3 el vield ole
tiydellinen. Riippumaton lause II.4 voidaan hyviksyd uudeksi
aksiomiksi, ja laajennettu jirjestelma 1. 1—3, 1. 1—4 ja4 edelleenkin
ristiriidattomaksi.

2.6. Paschin aksiomin seurauksia

Aksiomien II. 1—4 avulla voidaan neljdn samalla suoralla olevan pis-
teen jarjestyksen suhteen todistaa nelja lausetta, jotka vastaavat luon-
nollista ndkemystimme:

Lause 2. 3. Jos ABC ja ACD, niin ABD ja BCD.

Lause 2. 4. Jos ABC ja BCD, niin on ACD ja ABD.

Lause 2. 5, Jos ABC ja ABD, niin ei ole CAD eikia CBD.

Lause 2. 6. Jos ABD ja ACD, niin ei ole CAD eikd CDB.

Nami nelja lausetta, joita seuraavassa nimitimme jdrjestyksen pe-
ruslauseiksi, sisdltavat kaiken, mitd neljan suoralla olevan pisteen jar-
jestyksestd toistaiseksi voidaan sanoa.

Esimerkkind todistamme lauseen 2. 3:

Suhteista ABC ja ACD seuraa BCD.
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@ L
Kuvio 7. A B C D

Todistus.Olkoot 4 ja B suorallaL(I. 3) jaolkoonL’ (s« L) Lloinen
suora, L' —B (L. 2). Suoralla L’ on piste O#B (I. 1). Olkoon
P— L’ ja BOP (I1. 3). Piste P ei yhdy pisteisiin O, 4, B, C,D. C:n ja
P:n kautta kulkeva suora L” ei insidoi pisteiden O, 4, D kanssa (I. 3).
Soveltamalla Paschin aksiomia tihin suoraan ja kolmioon Q4D seu-
raa, ettd L” sisiltid pisteen X, siten ettid joko OXD tai OXA. Jalkim-
maéinen suhde ei ole mahdollinen. Sill3 jos olisi OX A4, voitaisiin Paschin
aksiomia soveltaa kolmioon O4B ja suoraan L”. Tama4 suora leikkaisi
joko suoran L' pisteiden O ja B vilissa tai suoran L pisteiden 4 ja B
vilissi. Molemmat vaihtoehdot johtavat ristiriitaan. Silld L” leikkaa
suoran L’ pisteessi P, ja konstruktion mukaan on POB. Ja L:nja L":n
leikkauspiste C tiyttid olettamuksen mukaan ehdon 4ABC. Antiteesi
OXA on ristiriitaisena hyldttivi, ja siis on OXD. Soveltamalla uudel-
leen Paschin aksiomia, talld kertaa kolmioon OBD ja suoraan L”,
piitelldin, etld on joko OPB tai BCD. Konstruktiomme mukaan on
kuitenkin BOP, ja siitd seuraa vaitds BCD.

Samaan tapaan todistetaan muut lauseet 2. 3—6.

2.7. Airimmiiset pisteet

Y114 todistetun neljin jirjestyksen peruslauseen avulla jatkamme nyt
suoralla olevien pisteiden jérjestyksen tutkimista.
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Lause 2.7. Suoralla L olkoon annettuna » = 3 eri pistettd (P).
Niiden joukossa on kaksi tAysin madrattyd »dirimméistay pistetti A
ja B, joiden vilissi kaikki muut pisteet ovat. Airimmaiset pisteet 4,
B siti vastoin eivit sijaitse kahden pisteen P vélissa.

Todistus. Lause patee ilmeisesti, kun n = 3. Oletamme, ettd lause
on oikea kun lukumiari on »# (= 3), ja todistamme sen arvolla n + 1.

Olkoot P, ja P, ddrimmadiset pisteisti Py, ... P,. Jos suoralla L
annetun pistejoukon lisdksi on (n 4+ 1) :s piste P, ,, on kolme
vaihtoehtoa:

1) P, P, P, Siloin P, ja P, ovat dirimmdiset pisteistd Py, ..
P, P,, . |

Ensiksi on ndet induktio-oletuksen mukaan P; P, P, arvoilla » =
2,..., n—1, jaarvolla v =n + 1 on samoin P, P, P, (oletus 1).
On siis vain osoitettava: P, ja P, eivit ole pisteiden P, (v =2, ...,
n—1) ja P,,, vilissd. Jos niin olisi seuraisi siitd sekd oletuksesta 1)
lauseen 2. 4 nojalla (missi 4 =P, B=P,, ;, C=P,, D =P),
ettd P, P, P,, vastoin induktio-oletusta. — Samoin osoitetaan, ettd
suhteet P,P,P,,; (»=2,..., n—1) johtavat ristiriitaan. Siis
P, ja P, ovat joukon P, (v =1, 2, ..., n, n + 1) dirimmdiset pis-
teet.

2) P, P, P, ;. Samoin kuin edelli osoitetaan, ettd P, ja P, ,
talldin ovat joukon Py, ..., P, ddrimmdiiset pisteet.

3) P,P, P, ,. Kuten ylli todistetaan, ettd P, ja P, , ovat piste-
joukon Py, ..., P, P, dirimmdisind pisteini.

Lause 2.8. Jos pistejoukko (P) sisiltid n (= 3) pistettd, niin
nimé voidaan numeroida: Py, Py, ... ,P,, siten ettd P, P, P, pitee
tdsmélleen silloin, kun joko i <j <k taii >j > k.

Téllaisia »luonnollisia» jirjestyksid on siis vain kaksi; ne saadaan
toisistaan transpositiolla (i, n — i) (pisteet luetellaan joko »vasem-
malta oikeaan» tai pédinvastoin »oikealta vasempaan»).

K.o. jarjestys saadaan seuraavalla tavalla. Olkoot P, ja P, annetun
pistejoukon ddrimméiset pisteet, jiljelld olevista pisteistd P, ja P, ,
dirimmaéiset Niin jatkamalla saadaan jono Py, ..., P,, joka tiyttdd
vaaditut ehdot.
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2.8. Suoran pisteiden luknmiiri

Todistetaan nyt:

Lause 2. 9. Jokaisella suoralla on ddretiémdn monta pistettd.

Osoitamme, ettd jos P, —L (v = 1,2,...,n),on piste P, , # P,
(»=1,..., n), siten ettd P,,, —L. Olkoot P, ja P, joukon (P,)
(¥ =1,..., n) darimméiset pisteet. Lauseen 2.3 mukaan on silloin
piste P=P,,,, siten etti P, P, P, ,jaP, #P,(»=1,..., n).
Témén jilkeen lause 2. 9 osoitetaan yleisti induktiota kiytti-
malla.

Helposti seuraa lauseesta 2. 9, etti myds suorien joukko on Aire-
ton.

§ 3. Aksiomijirjestelmén I. 1—3, II. 1—4
ristiriidattomuus ja epétdydellisyys

3.1. Ristiriidattomuus

Edelld todistettiin jo (2.5), ettd Paschin aksiomi II. 4 joko on risti-
riidassa aksiomien I. 1—3, II. 1—3 kanssa tai etti se on riippumaton
niista.

Osoitamme nyt, etti ensimméinen vaihtoehto poistuu: jirjestelma.
S: 1. 1—3, II. 1—4 on ristiriidaton. Koska titi aksiomisysteemia lau-
seen 2. 9 mukaan ei voi toteuttaa ddrelliselld madralla perusalkioita,
ei ristiriidattomuuttakaan nyt voi todistaa finiittisen mallin avulla,
joka sisdltdd vain &arellisen joukon pisteitd ja suoria. Todistusta var-
ten on siis turvauduttava malleihin M, jotka sisiltivit direttdmin
monta pistettd ja suoraa ja esiintyvit osajirjestelmind joissakin sys-
teemeissd T, joiden ristiriidattomuus joko on selvitetty tai oletetaan.
Jos aksiomien I.1—3, II. {—4 tillaisessa mallissa M toteutuvat,
padtellddn siitd kuten aikaisemminkin (jolloin tultiin toimeen finiitti-
silld apujirjestelmilld), ettd aksiomit I. 1—3, II. 1—4 eiviit sisalla kes-
kindista ristiriitaa.

Etsittdessd apujarjestelmdd T ja M tulevat aritmetiikan jirjestelmit
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ensi sijassa kysymykseen. Talloin on oletettava, ettd aritmetiikka itse
on ristiriidaton jarjestelma.l

3.2. Aritmeettinen malli

Tulkitsemme geometriset peruskésitteet aritmeettisesti, kuten analyyt-
tisessa geometriassa tapahtuu (malli M;):

1) Kahden reaaliluvun jérjestetty pari (x, y) on »pisten.

2) Kolmen reaaliluvun jarjestetty kolmikko (@, b, ¢) on »suora»,
edellyttien, ettd a2 + b2 > 0.

Kahta pistettd Py (xy, y1) ja Py (X, ¥5) katsotaan identtisiksi silloin
ja vain silloin, kun x; = x,, y; = y,, kahta suoraa L, (ay, by, ¢1) ja Ly
(as, by, C3), kun ay 1 by 1 ¢y = ay 1 by Gy

3) Piste (x, y) ja suora (a, b, c) tulkitaan »insidenteiksi», jos ax -+
by +c=0. :

4) Piste (x,y) on pisteiden (x;, ¥,) ja (xy, yo) »vilissi», jos ensiksi-
kin determinantti

x y 1
X » 1|=0
Xy Yo 1

ja toiseksi luvut x (ja y) ovat suuruudeltaan lukujen x; ja x, (¥ ja yy)
valissa.

Nyt jarjestelman S (I. 1—3, II. 1—4) jokaista mielekésta lausumaa
vastaa tiysin madritty analyyttisen geometrian lausuma S’ joka siind
joko on viiri tai oikea. Todetaan heti, ettd aksiomien I. 1—3, II. 1—4
seitsemin »kuvalausetta» jirjestelmissd S’ ovat aritmetiikan oikeita
lauseita. Jos siis aksiomeista .S voitaisiin johtaa ristiriita, tAma kay-
tettyja pasttelyketjuja seuratessa ilmenisi aritmeettisen jirjestelmian S
vastaavien lauseiden ristiriitana, mikd kuitenkin aritmetiikan olete-
tun ristiriidattomuuden vuoksi on mahdotonta.

Aritmeettinen malli M,. Se on sama kuin M,, silld rajoituksella,
ettd luvut x, y, a, b, ¢ nyt oletetaan rationaalisiksi.

1THtd tosin ei tdhdn mennessd vield ole tdysin selvitetty. Meiddn on siis tyydyttdvi

osoittamaan jirjestelmén I. 1—3, II. 1-—4 ristiriidattomuus olettamalla, ettd aritmetiikka
tyydyttdd mainitun loogisen ehdon.

19



3.3. Jiirjestelméin I. 1—3, II. 1—4 aksiomien riippumattomuus

Toisaalta malleista M; ja M,, toisaalta finiittisestd mallista M’ (kuvio
5) seuraa, ettd Paschin aksiomi IL. 4 on riippumaton muista aksiomeista
I.1—-3, I1. 1—3. Silli viimeksi mainitut 6 aksiomia toteutuvat seki
mallissa M’ ettd malleissa M, ja M,, jota vastoin Paschin aksiomi
pitee vain jarjestelmissd M, ja M,, mutta se ei pide jarjestelmissi M.

Riippumaton lause II. 4 (Pasch) voidaan siis loukkaamatta risti-
riidattomuuden vaatimusta lisitd jirjestelmén (I. 1—3, IL 1—3) lisa-
aksiomiksi.

Lopuksi huomautettakoon, etti mallien M, ja M, asemesta oli-
simme edellisissi tarkasteluissa voineet kiyttaa olla olevia aritmeetti-
sia jirjestelmid:

Mj: Sama kuin M, siten muutettuna, ettd »pisteen» P (x, y) tulkinta
rajoitetaan ehdolla x2 + y2 < 1.

M,: Sama kuin M,, jilleen rajoittamalla w»pisteet» P (x,y) ehdolia
xP+pi<l :

Jo téssd yhteydessd huomautamme, etti seitsemiin aksiomin I. 1—3,
II. 1—4 muodostama jirjestelma ei vield ole tdydellinen. Esimerkiksi
paralleelilause on naistd aksiomeista riippumaton.

Tédmi ndhdiin malleista M, ja M,, joissa seitsemin aksiomia I.
1—3, II. 1—4 toteutuvat. Sitd vastoin paralleclilause toteutuu M, :ssi,
mutta se ei pidi paikkaansa mallissa M,.

Ennen kuin siirrymme jérjestelmén I. 1—3, 1I. 1—4 laajentamiseen,
johdamme siitd erdita tarkeiti seurauslauseita.

§ 4. Puolisdde, puolitaso, kulma, kolmio

4.1. Puolisiide

Pisteet (0 ja P (£ O) olkoot suoralla L. Jaamme pisteiden X — L
(X £ 0) joukon (X) kahteen luokkaan: Luokka (I) sisaltako6n kaikki
pisteet X, joilla XOP. Kaikki muut pisteet X — L (X = 0) muodos-
tavat luokan (II). Todistetaan:
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Lause 4. 1. Valttamdtontd ja riittdvdd, jotta kaksi pistettd Py, P,
(P, # O, P, 7 O) kuuluvat eri luokkiin, on ettd P,OP,.

Todistus. Qlkoon P, € (D), P,E(IN Jos P, = P, on luokan (I) miiri-
telmin mukaan P,OP,. Olkoon nyt P, 5= P. Silloin on joko PP,0 tai
OPP,. Edellisessi tapauksessa (PPyO) seuraa suhteesta POP; (so.
luokan (I) méadritelméstd), ettd P,OP, (jirjestyksen peruslauseet,
kohta 2. 6). Jos taas OPP,, niin samat peruslauseet osoittavat, etta sub-
teista P,PO ja POP, seuraa P,OP;. Ehdon P,OP, vilttimittomyys on
siten todistettu.

Oletamme tim#n jilkeen kidntden, etti suhde P;OP, vallitsee, ja
osoitamme, ettd talldin P, ja P, kuuluvat eri luokkiin.

Olettakaamme, ettd P, € (I), so. P,OP. Silloin olettamuksesta P,OP,
ja peruslauseista 2. 6 pddtimme, ettd suhde P,OP ei pade, joten P, € (ID).

Jos taas P, € (II) ja erityisesti P; = P, on olettamuksen P,0P, mu-
kaan POP,, joten P, € (I).

Olkoon nyt P; 5 P, P, € (II). T4lléin on joko OP,P tai OPP,. Edelli-
sessi tapauksessa peruslauseista 2. 6 ja olettamuksesta P,OP, seuraa,
etti POP,, joten P, € (I). Jos sitd vastoin P, PO, niin oletuksesta P,OP,
ja lauseista 2. 6 padtimme, ettd POP,. Tama sisiltdd vditdksen: P, € (I).

Edelleen saadaan

Lause 4. 2. Jos P, ja P, kuuluvat samaan luokkaan, tdmd luokka
sis@ltdd kaikki pisteet Q jotka ovat Py:n ja Py:n vilissd.

Todistus. Olkoot P, ja P,luokassa (I). Lauseen 4.1 mukaan on sil-
loin joko P,P,0 tai OP,P,. Jos PyP;0, seuraa suhteesta P,QP; (lauseet
2.6), etti QP,0. Koska P € (1), on POP,, joten POQ. Siis @ € (D).

Samalla tavoin todistetaan lause, jos P; ja P, kuuluvat luokkaan (IT).

Luokkia (I) ja (II), joilla ei ole yhteisid pisteitd, nimitetddn puoli-
séteiksi. O-piste on niiden yhteinen alkupiste.

Kahden pisteen P, ja P, vilisséi olevien pisteiden P joukkoa (P1PP,)
nimitetdan janaksi. Pisteet P;, P, ovat janan pddtepisteet.

4.2. Puolitaso

Olkoon L suora ja P piste sen ulkopuolella. Muodostetaan jilleen
kaksi luokkaa.
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Luokka (T) koostuu pisteistd Py, joita vastaa piste X — L, siten etti
PXP,. Luokkaan (II) vied4in kaikki muut pisteet P, -~ L (siis erityi-
sesti annettu piste P).

Lause 4.3. Jos P; ja P, kuuluvat eri luokkiin, on olemassa piste
Q — L, siten etti P,QP,.

Todistus. Olkoon esim. P, € (I). V&itds on ilmeinen, jos Py, =P
Tapauksessa P, # P oletamme ensin, etti pisteet P,, P, P, eivit ole sa-
malla suoralla. Koska P;€(I), on olemassa piste X —L, P XP.
Aksiomi 114 (Pasch) sovellettuna kolmioon PP;P, osoittaa, etti on
pistc ¥ — L niin etti joko P,YP, lai PYP,. Jilkimmaisen vaihtoehdon
olettamus P, € (I) sulkee pois, ja lause on siten todistettu. Jos P, P,
P, ovat samalla suoralla, seuraa viitds jirjestyksen peruslauseista 2.6).

Aksiomin II. 4 ja lauseen 4.3 avulla seuraa:

Lause 4.4. Jos pisteet P, ja P, kuuluvat samaan luokkaan, sama
pitee kaikkiin pisteisiin nihden, jotka ovat Py:n ja P,:n vilissd.

Edelleen vallitsee

Lause 4.5. Luokkajako (I), (Il) on riippumaton pisteen P (—+ L)
valinnasta.

Pistejoukkoja (I) ja (II) nimitetdsin puolitasoiksi. L on niiden yhtei-
nen rajasuora. Lausc 4.4 sisiltid sen, etti puolituso on konveksi
pistejoukko.

4.3. Kulman kiisite

Olkoot L, ja L, suoria jotka leikkaavat toisensa pisteessi O. Suora L,
mairdd kaksi puolitasoa 4, ja A,, suora L, puolitasot B, ja B,

Leikkausjoukkoja 4; N By, 4, N By, A3 N By, A, N B, nimitetiin suo-
rien Ly ja L, muodostamiksi kulmiksi. Pisteen O miardimii neljai
leikkausjoukkoa B, NL;, 4, NL, ByNL,, A;NL, sanotaan kul-
mien kyljiksi. Piste O on niiden yhteinen kirkipiste.

Lause 4.6 Kulma on konveksi pistejoukko.

Tam4i seuraa vilittdmisti puolitason konveksiudesta.

Sama pétee, jos kulmiin liitetddn niit rajoittavat kyljet (»suljettun
kulma).

YIla olevasta neljistd kulmasta kahta sanotaan vieruskulmiksi, jos
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niilld on yhteinen kylki. Jokaisella kulmalla on kaksi vieruskulmaa.
Neljas kulma on ensiksi mainitun kulman ristikulma.

4.4. Kolmio

Kolme pistettd Py, Py, Ps, jotka eivit ole samalla suoralla, maaraavit
kolmion. Pisteet Py, Py, Py ovat sen kirkipisteitd, janat P,P,, P,P,,
P,P, sen sivuja. Sivujen yhdistejoukko muodostaa kolmion reunan
(R).

Kulmien P,P,Pg, P;PyPy, P3P, P, (joiden kérkind Py, Py, Py ovat)
leikkausjoukko muodostaa kolmion sisdpuolen I. Kulman konveksiu-
desta seuraa, ettd kolmion sisipuoli myds on konveksi. Pisteet (4),
jotka eivit ole kolmion sisdpuolella etvitkd sen reunalla, muodosta-
vat kolmion ulkopuolen.

Helposti todistetaan, ettd pistejoukko (4) ei ole konveksi. Silti se
on yhtendinen: Jos A ja A’ ovat kolmion ulkopisteitd, ne voidaan yh-
distda murtoviivalla (4 =)PP; ... P, (= A’), jonka kaikki osa-
janat P, P, (v =1, ..., n) koostuvat ulkopisteistd (4).

Sisdpisteen I ja ulkopisteen 4 yhdistysjana sisaltad tdsmilleen yh-
den reunapisteen R.

4.5. Jordanin lause

Aksiomisysteemin I. 1—3, II. 1—4 avulla voidaan todistaa enemmén-
kin. Olkoon R = P,P,...P,P; sulkeutuva murtoviiva, joka ei leik-
kaa itseddn, so. janoilla PyPy, PyPs. .., Py Py PpPy ei ole yhteisia
sisapisteiti. Tallaiseen monikulmioon M nihden pitad paikkansa:

Jordanin lause. Monikulmio M jakaa tason pisteet (7 R) kahteen
pistevieraaseen luokkaan (7) ja (4), jotka ovat yhtendisid. Reunapis-
teet M erottavat pisteet (1) ja (4) toisistaan, siten ettd jokainen jana
14 sisaltas ainakin yhden reunapisteen M.

Jos kolmion D reuna on M :n siséipisteiden I muodostama, D:n sisa-
pisteet samoin ovat I-pisteitd. Sitd vastoin on kolmioita D, joiden
reunat ovat M:n ulkopisteiti (4) ja joiden ulkopuoli samoin on (4)-
joukon osajoukko.

Timin lauseen todistus on helppo, jos murtoviiva M on konveksi,
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siten etti jokaisen sivun PP, ,(»=1,...,n—1, P, = P,) mii-
raiméistd kahdesta puolitasosta vain toinen sisaltdd muut kéarkipis-
teet P, TallSin sisdpuoli (7) myds on konveksi pistejoukko.

Jos reuna M ei tiytd titd konveksiusehtoa, todistus aksiomien I. 1
—3, II. 1—4 avulla on vaikeampi (vrt. Greub [1D.

4.6. Topologiaa

Viimeksi puheena ollut Jordanin lause on luonteeltaan topologinen.
Jatkamme hiukan aksiomisysteemin I. 1—3, IT 1—4 puitteissa miiri-
telliivien topologisten kisitteiden tarkastelua.

Olkoon P piste. Talldin on olemassa kolmioita, jotka sisiltavit P:n
sisipisteend. Tallaisen kolmion sisipuolta (I) nimitimme P-pisteen
»ympdristoksin U.2

Yll4 todistetuista lauseista seuraa, etti timi ympériston kisite tyy-
dyttdd Hausdorffin lauseen.

Kahdella pisteelli Py ja P, (P, # P,) on ympdristéjd U, ja U, jotka
pistevieraita (so. leikkausjoukko Uy N U, on tyhji ).

Todistus. Olkoon O piste, joka on Py:n ja Pyin vilissd (P,OP,).
Piste Q, valitaan miclivaltaisesti, niin etti OP,0,, ja piste Q, niin
etti OPyQ,. Puolitasvissa H, ja H,, joita suora PP, rajoittaa,
kiinnitetasn mielivaltaiset pisteet 4 € H,, BE H;, niin ettd 40B. Silloin
kolmion ABQ, sisipuoli I, ja kolmion ABQ, sisépuoli I, ovat P;-
pisteen ja P,-pisteen pistevieraita ymparistoja.

Sen jilkeen kun ympériston kisite on méidritelty, on d4rettdmin
pistejoukon {P} kasautumispisteen P, kisite selvi; P, on joukon {P}
kasautumispiste, jos jokainen Py:n ympérists U sisiltdd ainakin yhden
pisteen P =~ P,, joka kuuluu joukkoon {P}.

Kaikkien pisteiden P joukko (P)-on »kaikkialla tihed», jokainen
piste P = P,, on joukon (P) kasautumispiste. Silld sisaltizhin jokai-
nen kolmio D, jonka sisélli P, on, direttdméin joukon sisipisteiti P,

Néin méadritellyssi topologiassa on myds ddrettdmin pistejonon P,
(n=1, 2,...) konvergenssi eli suppeneminen mielekiis kisite. Sa-

1 Yleisemmin P:n ympiristoksi U voitaisiin ottaa konveksin monikulmion sisdpuoli

(nPeD.
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nomme, ettd P = lim P,, jos U:n ollessa mielivaltainen P:n ympé-
n—o

ristd on olemassa luku n,, siten ettd P, € U, niin pian kuin 7 > n,.

Hausdorffin lause takaa, ettd konvergentin pistejonon P, ..., P,
...rajapiste P = lim P, on yksikdsitteisesti maaratty.

§ 5. Dedekindin aksiomi

5.1. Suoran pisteiden leikkaus

Olettakaamme, ettd suoran L pisteet on jaettu kahteen luokkaan, (4)
ja (B), niin etti kahden samaan luokkaan kuuluvan pisteen vilissd
olevat pisteet jilleen kuuluvat tuohon samaan luokkaan. Jos luokat
(4) ja (B) yhdessa kiisittdvit kaikki pisteet P — L, sanotaan luokka-
jakoa suoran L leikkaulseksi.

Tallaisia leikkauksia (4)|(B) on. Jos niet piste O — L, niin O jakaa
L:n pisteet kahteen puolisiteeseen (4) ja (B), ja liittdmalla O-piste
jompaankumpaan puolisiteeseen, esimerkiksi A-siteeseen, syntyy
leikkaus (4)|(B).

Olkoon nyt (4)|(B) suoran L leikkaus. Luokan (4) pistettd 4,
nimitetdin timan luokan ddrimmdiseksi pisteeksi, jos se ei sijaitse
kahden muun A-pisteen vilissd. Téstd méadritelmastd seuraa jarjestyk-
sen aksiomien nojalla, ettd A-luokassa voi olla enintddn yksi darim-
mainen piste 4,.

Samoin on (B)-luokan laita.

Ylli mainitussa esimerkissi O-piste on luokan (4) darimméinen
piste. (B)-luokassa sitd vastoin ei ole ddrimmdistd pistettd. Helposti
nihddinkin, ettei mielivaltaisen leikkauksen (A)|(B) molemmissa
luokissa voi olla d4rimmaistd pistetti. Silld jos 4, ja By olisivat sellai-
sia, olisi niiden vilissi piste P (4,PB,). TAmi piste P ei voisi kuulua
(4)-luokkaan eiki mydskdin (B)-luokkaan, vastoin leikkauksen méa-
ritelm#s. On siis vain kaksi vaihtoehtoa:

1) Leikkaus sisiltad tdsméilleen yhden ddrimmaisen pisteen.

2) Leikkauksessa ei lainkaan esiinny darimmaistd pistetta.
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Kumpikaan niistd lausumista ei ole ristiriidassa aksiomijirjestel-
mén L 13, IL. 14 kanssa. Vaihtoehtoon 1) nihden tima selvidd
ylla esitetystd puolisddetti koskevasta esimerkisti. Vaihtoehto 2) vuo-
rostaan toteutuu aritmeettisessa tulkinnassa M,, jos siini, esim. suo-
ralla y = 0, médritella4n luokkajako:

{4) kasittdd kaikki rationaalipisteet x > 0, x2 > 2, ja (B) kaikki
muut rationaalipisteet x. Siten saatu leikkaus (4)|(B) ei sisdlla
dirimmaista pistetti.

5.2. Dedekindin lause

Koska lausumat 1) ja 2) edellisen mukaan ovat riippumattomia aksio-
meista L. 1—3, TI. 1-—4, voidaan jompikumpi niistd valita uudeksi
aksiomiksi, jAtjestelmédmme konsistenssin (ristiriidattomuuden) siita,
kirsimittd. Koska pyrimme euklidisen geometrian suuntaan, valit-
semme vaihtoehdon 1) uudeksi, kahdeksanneksi aksiomiksi:

Aksiomi II. 5. (Dedekindin lause). Jokainen leikkaus siséltdd ddrim-
mdisen pisteen.

Niin muodostetun, kahdeksan aksiomia sisiltivin jarjestelmin
pohjalta voimme nyt siirtyd ldhemmin tutkimaan yhdensuuntaisten
suorien oppia.

§ 6. Yhdensuuntaisista suorista

6.1. Eris luokkajako

Olkoon L suora ja sen ulkopuolella piste O (O + L). Onko olemassa
suoraa L', joka kulkee O:n kautta (0 — L") leikkaamatta suoraa L
(so. ei ole pistettd P, P —L, P —L')?

Asetamme seuraavassa jilleen aksiomit I.1—3, II. I—5 ja tut-
kimme niiden avulla kuviota, joka konstruoidaan niin:

Olkoon piste 4 — L sekd P piste, joka tiyttii ehdon 40P. Olkoon
edelleen L, suora, joka yhdistad pisteen P sekd L:ll4 olevan pisteen
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B = A. Suoran L, pisteet X jactaan kolmeen, keskenéén pistevieraa-
seen luokkaan ((a), (B) ja () seuraavan ohjeen mukaan:

1} Jos suora OX kohtaa L-sucran pisteessd Y ja tillin X
Iukoon X luokkaan (a).

2) Jos suoran OX ja L-suoran leikkauspiste ¥ tdyttdd ehdon XYO
tai ehdon YXO, vieddin X-luokkaan (B); samoin piste X = B.

3) Ne pisteet X, joilla OX || L, muodostavat luokan (y).

(a)-luokka ei ole tyhja, silld ainakin P-piste kuuluu siihen. Sen li-
saksi luokkaan (o) sisaltyvat kaikki pisteet X, joilla XPB (kuvio 8).
Silli suora XO leikkaa kolmion ABP sivun PA pisteessi O (4OP).
Paschin lauseen II. 4 mukaan suora XO leikkaa joko sivun BP taikka
sivan AB. Ensiksi mainittu vaihtoehto on olettamuksen BPX mukaan
mahdoton, ja XO leikkaa siis sivun AB pisteessi Y, siten ettd BY 4.

Soveltamalla Paschin aksiomia kolmioon XYB ja suoraan P4 pia-
timme olettamuksen XPB nojalla, ettd PA leikkaa joko sivun BY tai
sivun XY. Mutta asken todistettiin, ettd BY4, joten ainoaksi mahdol-
lisuudeksi jas, ettd suoran L ja suoran OX leikkauspiste Y sijaitsee
niin, etta XOY. Piste X on siis, kuten viitettiin, a-piste.

(B)-luokka ei mydskidn ole tyhjd. Siihen kuuluu ensinnd B-piste, ja
lisiksi pisteiden X joukko, joilla on ominaisuus XBP. Silld viimeksi
mainitut pistest X ja piste P ovat eri puolilla L-suoraa (ne eivit kuulu

0Y, kun-

Kuvio 8. B Y A Y1
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samaan L:n rajoittamista puolitasoista), ja koska O (4OP) on P:n
mahriimissd puolitasossa H, niin suorien L ja XO leikkauspiste ¥
toteuttaa ehdon XYO. Mutta tdmi osoittaa, ettd Y € (f).

Selvittimétta on vield, mihin luokkaan (a), (8), (¥) pisteiden P ja B
vilissa olevat pisteet X, PXB, kuuluvat.

6.2. Luokkien (z) ja () ominaisuuksia

Todistetaan timén jalkeen:

Lause 6. 1. Kahden o-pisteen X, ja X, viliset pisteet ovat samoin
luokassa (a).

Todistus. Yllion jo osoitettu, ettd jokainen a-piste on samassa suo-
ran L médrdamdssid puolitasossa H kuin piste P (tai myds piste Q).
Pisteitd X; ja X, yhdistdvi suora leikkaa siis L-suoran pisteessi B,
niin ettd joko BX, X, tai BX,X;. Olkoon esimerkiksi BX,X,.

Olettamuksesta X, XX, seuraa jirjestyksen peruslauseiden (2.6)
avulla, ettd BX; X. Jos Paschin aksiomi I1.4 sovelletaan kolmioon BX, Y,
ja suoraan OX, piitellddn, ettd BYY, (silli X,0Y,). Kolmiossa
BXY suora X,Y, kohtaa sivun BX pisteessi X; (BX.1X). Koska BYY,,
seuraa Pashin aksiomista, etti XOY. Piste X kuuluu siis Iuokkaan
().

Lause 6.2, Saadaan edellisesti lauseesta, vaihtamalla o-luokka
p-luokkaan.

Témén lauseen todistamiseksi oletamme, ettd X, X, € (). Jos nyt
X1 XX,, eikd X ole ylld mainitussa puolitasossa H, niin on (koska O
€ H) XYO, ja X on siis f-piste, kuten viitettiin,

Jos sitd vastoin X € H, niin on ainakin toinen pisteisti X, X, sa-
moin H:n piste, silli muuten janan XX, sisipiste X olisi H:n »komp-
lementissa», puolitasossa H. Olkoon esim. X; € H, ja siis joko BX, P
tai BPX,,. Kohdasta 6.1. seuraa, etti X; (ollen g-piste) ei voi tAyttaa
ehtoa BPX;. Sen vuoksi on BX,P.

Katsomme nyt pisteitd P, X, X,. Jirjestys X;PX, on suljettava pois,
silld siitd ja ylld saadusta suhteesta BX,P seuraisi BPX, (peruslausest
2. 6), mikii kohdan 6.1 mukaan ei ole mahdollista.

Siis on joko PX.X, tai PX,X;. Jos PX,X,, scuraa olettamuksesta
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X, XX;, ettd PX,X. Jos nyt X olisi a-piste, niin seuraisi lauseesta 6.1,
ettd vilipiste X; samoin olisi a-piste, vastoin oletusta.

Samaan ristiriitaan tullaan tapauksessa PX,X;, jos X € (a). Siis on
X joko B-piste taikka y-piste (jolloin OX || L).

My®s timi viimeksi mainittu ominaisuus johtaa ristiriitaan. Jos néet
X on y-piste, ainakin toinen pisteistd X;, X, (esim. X;) toteuttaa eh-
dot OX,Y, ja X;XB. Kolmiossa X;Y,B suora XO ei leikkaa sivua X;Y;,
mutta kylld sivun X B. Aksiomin II. 4 mukaan se leikkaa sivun BY,.
Suora OX ei siis ole L-suoran suuntainen, joten X ei ole p-piste.

Jaljelle ja4 siis vain mahdollisuus X € (8), m.o.t.

Lause 6.3. Luokissa (a) ja (B8) ei ole ddrimmdisid pisteitd.

Todistus. Kuten edelld on huomautettu, suoran L pisteet X, jotka
tayttaviat ehdon BPX kuuluvat a-luokkaan; siti vastoin pisteet X,
(PBX), (ynnd B) kuuluvat g-luokkaan. Jos luokassa (a) olisi 4arim-
miinen piste X,, olisi siis joko X, = P tai BX,P. Jos taas ndin on,
kiinnitimme X,0-suoran ja L:n leikkauspisteen Y,, joka a-luokan
madritelmin mukaan tayttdd ehdon X,0Y,. Olkoon nyt ¥ — L piste,
jolla BY,Y. Suora YO leikkaa kolmion X,Y,B sivun XY, pisteessd
0O; ehdon BY,Y mukaan se ei leikkaa sivua Y,B. Paschin aksiomin
mukaan se siis kohtaa sivun X,B pisteessd X, siten ettd BXX,. Tami
piste X on a-piste. Toisaalta X-luokan (o) &arimmaiisend pistesnd
tiyttdd ehdon BX X, olipa X miki a-piste hyvinsi. Niin on johdettu
ristiriita (BXX, ja BX,X), ja antiteesi on hyldttavd. Luokassa (a) ei
siis ole ddrimmaista pistettd X,.

Samaan tapaan osoitetaan, etti (8)-luokassakaan ei ole ddrimmaista
pistettd.

6.3. Yhdensuuntaisten suorien olemassaolo

Todistetaan nyt:

Lause 6.4. Luokka (v) ei ole tyhjd.

Jos niin olisi, muodostaisivat luokat (a) ja (8) L,-suoran leikkauk-
sen, ja Dedekindin aksiomista II. 5 seuraisi, ettd jommassakummassa
luokassa olisi 2arimmdéinen piste, vastoin lausetta 6.3.

Luokassa (¥) on siis ainakin yksi piste. Jos pisteiti on useampia, ne
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muodostavat (suljetun) janan. Silli lauseista 6.1 ja 6.2. seuraa, etté
kahden y-pisteen vilissd olevat pisteet jilleen ovat y-pisteitd. Dede-
kindin aksiomista paitelldin edelleen, etté (y)-luokassa talldin on kaksi
adrimmadisti pistettd, joiden vilissd kaikki muut p-pisteet sijaitsevat.

Koska jokaista y-pistettd C vastaa sen kautta kulkeva L-suoran
suuntainen suora CO, on siis vain kaksi mahdollisuutta:

a) Luokka (y) sisiltias vain yhden pisteen C, ja OC on ainoa O-pis-
teen kautta kulkeva L:n suuntainen suora.

b) Luokan () pisteiti (C) on direttbmén monta, ja jokainen suora
OC on L:n suuntainen. Pisteet (C) muodostavat janan, jota rajoittaa
kaksi paitepistettd C, ja C,. Suoria OC, ja OC, nimitetddn pisteen O
kautta kulkeviksi L-suoran rajaparalleeleiksi. Kaikki muut L:n suun-
taiset suorat OC kulkevat rajaparalleelien muodostamassa ristikulma-
parissa.

6.4. Parallecliaksiomi

Molemmat lauseet a) ja b) ovat kompatiibeleja (loogisesti yhteensopi-
via) aksiomijarjestelman I. 1-—3, II. 1—5 kanssa. Lauseen a) risti-
rildattomuus ilmenee mallista M, (3.2.). Mallissa M; taas toteutuu
lause b).

Jarjestelmd I. 1-—3, I1. 1—5 ei vield ole tdydellinen. Seki lause a)
ettd lause b) on siitd riippumaton, ja joko a) tai b) voidaan siis lisiti
uudeksi, yhdeksdnneksi aksiomiksi, ristiriidattomuuden jiddessd edel-
leenkin voimaan. Lause a) vie euklidisen geometrian, lause b) epd-
euklidisen geometrian suuntaan. Koska tarkoituksemme on kon-
struoida ensiksi mainittu jirjestelmd, valitaan lause a) uudeksi aksio-
miksi.

Aksiomi I. 4 (Paralleelilause). Suoran ulkopuolella olevan pisteen
kautta kulkee tdsmdlleen yksi tdmdn suoran suuntainen suora.

Tasta paatelladn edelleen:

Suora L m#ardd yksikasitteisesti sen suuntaisten suorien (L’) jou-
kon, siten ettd tason jokaisen pisteen kautta kulkee tismilleen yksi
suora L',
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§ 7. Vektorien yhdensuuntaisuussiirto

7.1. Vektorin kiisite
Jarjestetty pistepari A,B (4 =% B) méarid vektorin
v = (4, B).

A on sen »alkupiste», B sen »loppupiste».

Kaksi vektoria v = (4, B) ja v = (4', B’) ovat identtisia v=1,
jos A=A4",B=FR.

Vektorit (4, B) ja (B, A) ovat vastakkaisia. Tilloin merkitiin
(B, 4) = — (4, B).

Vektorikésite laajennetaan kisittdméain tapaus B = 4. Vektoria
(4, A) nimitetddn nollavektoriksi, ja sitd merkitdén (4-pisteestd riip-
pumatta) merkilld v = 0. Nollavektori ja sen vastakkainen vektori
ovat identtiset.

7.2. Vektorin suunta

Vektori v = (4, B) indukoi jirjestyksen lauseiden, erityisesti lauseen
4.1 avulla A4:n ja B:n madrddmén suoran L kaksi vastakkaista suun-
taa. Kéintden, suunnattu (orientoitu) suora L kiinnittiid pisteparin
A, B (4—L, B— L) jirjestyksen, jolloin jana AB muuttuu vekto-
riksi. Jos pisteet A, B, A’, B’ ovat suoralla L, niin niiden jirjestys
maaraa, ovatko vektorit (4, B) (£ 0) ja (4", B') (# 0) samansuun-
taisia vai vastakkaissuuntaisia.

Vektorien (4, B) ja (4’, B') suuntien vertailu voidaan silloinkin
toimittaa, kun suorat 4B ja A’B’ ovat yhdensuuntaiset, esim. niin:

Vektorit ovat samansuuntaiset, jos niiden loppupisteet B ja B’
ovat samassa niistd kahdesta puolitasosta, joita suora 44’ rajoittaa.
Muuten ne ovat vastakkaissuuntaiset.

Paralleelilauseesta seuraa, etti vektorien samansuuntaisuus on
ekvivalenssi: Se on 1) refleksiivi (vektori v on itsensd suuntainen),
2) symmetrinen (jos vy, on v,:n suuntainen, niin v, :Kin on samansuun-
tainen kuin vy), 3) tramsitiivi (jos v, ja v, ovat samansuuntaisia, ja v,
ja vy keskenddn samansuuntaisia ovat myds v, ja v, samansuuntaisia).
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Vektori v = (4, B) # 0 mifraa siis yksikésitteisesti luokan keske-
niin samansuuntaisia vektoreja, vektori —v = (B, 4) vektorin v
vastakkaissuuntaisten (mutta kesken#in samansuuntaisten) vektorien
ekvivalenssiluokan.

Kahta luokkaa, joiden vektorit (4, B) ja (vastaavasti) (4’, B')
miAridavit kaksi toisensa leikkaavaa suoraa, ei suunnan puolesta voi
verrata toisiinsa.

7.3. Vektorin paralleelisiirto janaa pitkin

Sen jilkeen kun vektorien suunnan vertailu on selvitetty siirrymme
erityisempién kysymykseen, voidaanko kahden samansuuntaisen
vektorin pituudet ascttaa keskiniiiseen suhteeseen. Timd voi tapahtua
vektorin paralleelisiirron avulla.

Olkoon vy = (A, By) # 0 (se on: Ay # By). Suora a leikatkoon
suoran A,B, pisteessi A, By-pisteen kautta kulkee tdysin madritty
a-suoran suuntainen suora b. Pisteen 4 (4 —a, 4 # A,) kautta kul-
keva, suoran A4B, suuntainen suora leikkaa paralleelilauseiden no-
jalla b-suoran (pisteessi B). Nelikulmio 4¢B,BA on suunnikas (so.
sivut 4B, ja AB sekd 444 ja ByB ovat yhdensuuntaisia).

Sanomme, etti vektori v = (4, B) on saatu vektorista vq — (A,
By) paralleelisiirrolla pitkin janaa AyA.

Paralleelilauseesta seuraa, ettd vektorit v, jotka saadaan vektorista
v 7= 0 paralleelisiitrolla, jilleen ovat = 0 ja keskendén samansuun-
taiset.!

7.4. Paralleelisiirto pitkin murtoviivaa

Madritelminsd mukaan vektorin vy, = (4y, By) (£ 0) paralleeli-
siirto pitkin annmettua suoraa, joka leikkaa suoran AqB, pisteessid A4,
on refleksiivi, symmetrinen ja transitiivinen toimitus. Se mA4rda siis
ekvivalenssiluokan, joiden vektorit kaikki ovat samansuuntaisia.

1 Midritelméstd seuraa, ettd myds vektorit (4,, 4) ja (By,B ) saadaan toisistaan pa-
ralleelisiirrolla, pitkin suoraa AyB,.

32



Tarkastamme tidmin jilkeen jirjestettyd pistejoukkoa Ay, A4y, - ..,
A, (n =2) ja sen miadrddmid »tietd», murtoviivaa m: 444, ... 4,
Qllkoon nyt v, vektori (4. RB.). 1oka ei ole minkiin 1anan 4.4.. A.

NoanUOLL CRLOCIL A, Sy, JOsa O 020 HIUNNKAALN jallall L5421, L1

Ay, ..., A, 4 A, suuntainen. SiirrAmme vektorin v, paralleelisiir-
rolla ensin vektoria (4,,4,) pitkin asemaan v; = (4,,By), sitten v;:n
vektoria (A4,, 4,) pitkin asemaan v, = (4,, B,) jne, kunnes tullaan vek-
toriin v, = (4,, B,). Kaikki vektorit vy, v, .. ., v, ovat samansuun-
taiset. ‘

7.5. Paralleelisiirron riippumattomuus tiesti =

Kysymme nyt, onko v,:sta paralleelisiirrolla saatu loppuvektori
v = v, riippumaton murtoviivan s valinnasta, joka yhdistdd alku-
pisteen A, loppupisteeseen 4 = 4,,.

Paralleelisiirron méidritelmistd seuraa, etti niin on, jos viiva s:
AyA, ... A, on suora.

Jos 7 sitd vastoin on murtoviiva, voidaan edellisen nojalla aluksi vain
sanoa, etti vy:n siirtyessd paralleelisti pitkin kahta eri murtoviivaa,
jotka yhdistivat alkupisteen A, loppupisteeseen A, pisteeseen A siir-
retyt vektorit ovat alkuvektorin v, suuntaiset ja siis keskendinkin
samansuuntaiset. Mutta ovatko ne identtisia ?

On ilmeistd, etti timé kysymys palautuu tapaukseen #n = 2, jolloin
murtoviiva = on kahden janan muodostama. Vilttdimitén ja riitté-
v ehto, jotta ko. riippumattomuus tiesti 4,4 on voimassa, on yhtapi-
tdvd seuraavan lauseen kanssa:

A B,

Al B[

Kuvio 9. A, Bo
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Vektorin paralleelisiirto pitkin murtoviivaa Ay Ay A, johtaa samaan
loppuvektoriin kuin sen paralleelisiirto pitkin janaa A,4.,.

Tama lause vuorostaan on yhtapitivd seuraavan ehdon kanssa:

Vektorin v paralleelisiirto pitkin kolmion piirid A4,4,4,4, jittda
vektorin muuttumatta.

Seuraamme vektorin v, = (4,, B,) paralleelisiirtoa, ensin murto-
vilvaa A,A4.4, pitkin, jolloin suunnikaskonstruktiolla joudumme
ensin vektoriin v; = (4,, B;), sitten loppuvektoriin v, = (4,5, By).
Jotta v4:n paralleelisiirto suoraan pitkin janaa A4, johtaisi samaan
vektoriin v, on vilttimitontd ja riittdvid, etti suora ByB, on AgAd,n
suuntainen.

Niin on laila, jos seuraava lause vuorostaan pétee:

Desargues’n lause. Olkoot kolmiot A,AAs ja BoB,By »affiinissa»
asemassa, so. suoral AyBy, ABy ja AsBs oval keskenddn yhdensuun-
taisia. Jos tdlloin sivut A,A, ja BB, keskenddn ja sivut A1A, ja BB,
keskendidin ovat yhdensuuntaiset, on samoin kolmansien sivujen AyA, ja
BB, laita.

7.6. Desargues’n lauseen rlippumattomuus

Osoitamme nyt, ettd Desargues’n lause ei ole aksioomien 1. 1—4,
II. 1—5 looginen seuraus. Sitd varten konstruoimme kaksi aritmeet-
tista systeemia, M ja M', jotka molemmat tyydyttivit aksiomit I. 1—4,
II. 1—5, jota vastoin Desargues’n lause toteutuu toisessa jirjestel-
missi M, mutta ei toteudu jirjestelmissi M.

Edelliseksi malliksi (M) valitsemme aritmeettisen systeemin M5, (3.2).

Malli M’ voidaan MouLTONin [1] mukaan konstruoida seuraa-
valla tavalla:

Kuvion 10 mukaisesti se madritelldin niin:

1) Piste P: jarjestetty lukupari (x, y);

2) Suora L: jarjestetty lukukolmikko (a, b, ¢), (a% 4 b% > 0).

Suorat (ay, by, ¢1) ja (as, by, ¢,) ovat identtisid, silloin (ja vain silloin),
kuna, : b, ¢, =ay : b, 1 Cy.

3) Insidenssi P—L : Piste P (x,y) ja suora L (a, b, ¢) ovat insi-
dentteja:
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Kuvio 10. P

Josab=0jaax + by +¢c=0;

Josab <0,y =0jaax + by +c=0;

Josab <0,y < 0ja2ax + by + 2c =0.

Havainnollisesti lausuttuna: malli M’ poikkeaa mallista M vain si-
kili, ettd ne »suoraty, joilla ab< 0, kulkiessaan x-akselin ldpi taittu-

1 , a
vat, siten etti kulmakerroin puolitasossa y >0 on — = mutta puo-

litasossa y < 0 yht suuri kuin — 2_a.

4) Jirjestyksen suhde: sama kuin mallissa M.

Miti Desargues’n lauseeseen tulee, se ilmeisesti, samoin kuin aksio-
mit I. 1—4, II. 1—S5, pétee mallissa M (tavallisessa analyyttisessa geo-
metriassa). Mallissa M’ on toisin: siini aksiomit I. 1—4, II. 1—5
kyll4 toteutuvat, mutta Desargues’n lause ei poikkeuksetta ole voimassa.

Tama selvidd kuviosta 10. Siind pisteet 4,, 45, A3 ja By, By, B3 on
valittu niin, ettd yhdensuuntaisilla sivuilla 4,44 ja B;B; sekd myos si-
vuilla 4,4, ja B,B; on negatiiviset kulmakertoimet ja etti samoin on
yhdensuuntaisten suorien 4;B,, 4,B, ja A;B; laita. Pisteet 4,, 4; ovat
ylemmaissa puolitasossa y > 0, pisteet By, B, alemmassa puolitasossa,
siten etti janan A,4, kulmakerroin on positiivinen ja jana B,B, (ta-
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vallisen analyyttisen geometrian tulkinnan mielessd) A,4,-janan
suuntainen.

Timi malli M’ toteuttaa kaikki aksiomit 1. 1—4, II. 1—5.

Kolmiot 44,45 ja BB,B; ovat affiinissa asemassa, ja 4,45 || ByBs,
ApA4 || ByB;. Desargues’n lauseen olettamukset ovat siis voimassa. Jos
nyt tima lause olisi oikea mallissamme M’, tulisi my®s pisteiden A4,
A, ja By, B, madrdamien »suorien» olla yhdensuuntaisia. Mulla niin
ei ole, silld ndmd »suorat» leikkaavat toisensa alemman puolitason pis-
teessd P.

Tésti ilmenee, ettd Desargues’n lause on riippumaton aksiomeista
I. 1—4, II. 1—5. Naiden muodostama jirjestelmi ei ole taydellinen, ja
ristiriidattomuutta loukkaamatta voidaan siis lisiaksiomiksi ottaa:

Aksiomi I. 5. Desargues’n lause.

Tulemme myShemmin osoittamaan, etts tavoitteemme siten on tiy-
dellisesti saavutettu: Jarjestelma I. 1—35, T1. 1—S5 ei ole vain riippuma-
ton ja ristiriidaton, vaan my®os tdydellinen.

§ 8. Vektorialgebra

8.1. Samansuuntaisten vektorien yhtiisuuruus

Paralleelisiirron avulla samansuuntaisten vektorien joukko voidaan
jakaa osajoukkoihin, siten ettid samaan osajoukkoon kuuluvat vekto-
rit ovat keskendéin samanpituisia eli yhtdsuuria.

Miiritelmd. Olkoon v, vektori (4, B,) 7 0. Sanomme, etti vektori
Vs = (43, By) on yhtdsuuri kuin v;, merkein v, = v,, jos v, saadaan
vektorista v, paralleelisiirrolla.

§:std 7 seuraa, ettd timi »yhtisuuruuden» kisite on ekvivalenssi
(se on refleksiivi, symmetrinen ja transitiivi). Identitestti v, = v, (s0.
A; = A4,, B, = B,) on siis yhtisuuruuden v, = v, erikoistapaus.

Yhtésuuruuden kasite ekvivalenssina jakaa samansuuntaisten vek-
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torien joukon elementtivieraisiin (disjunkteihin) ekvivalenssiluokkiin.
Samaan luokkaan kuuluvat vektorit ovat keskenféin yhtasuuret.

Alla oleva lause on seuraavan esityksen kannalta perustava:

Lause 8. 1. Olkoon annettuna vektori v = (4, B) (4 % B) seki
piste C. Silloin on olemassa (yksi ja vain yksi) neljds piste D, niin ettd
(4, B) = (C, D).

Ellei C ole suoralla AB, riittds v:n pelkké paralleelisiirto pitkin ja-
naa AC pisteen D midrddmiseksi. Jos sitd vastoin C insidoi suoran
AB kanssa, saadaan D-piste siirtdmilli (4, B) pitkin murtoviivaa
APC, missi P on mielivaltainen suoran 4B ulkopuolella oleva piste.
Tulos on riippumaton apupisteen P valinnasta, kuten Desargues’in
aksiomista selvidi.

8.2. Summa

Asetamme madritelman : Kahden vektorin v; = (4y, By), s = (4, By)
summalla tarkoitetaan vektoria

v =v; 4+ vp = (dy, C),

joka saadaan siirtimalld v, yhdensuuntaisesti asemaan v = (By, Cy).
Lauseesta 7. 5 seuraa, etti u; + Uy = vy + Vg, JOS Uy == Vy, Uy = Vy.
Lisaksi vallitsevat:

8.3. Summan vaihdannaisuus ja liitinnéisyys

Kommutaatiolain u + v = v + u todistamiseksi riittda olettaa, ettd
vektorit on siirretty asemaan u = (4, B), v = (B, C). Jos télldin 4, B,
C eivit ole samalla suoralla, viitetty vaihdannaisuus on ilmeinen.

Jos sitd vastoin pisteet 4, B, C ovat samalla suoralla, valitaan suoran
L = ABC ulkopuolelta neljis piste D, asetetaan timén kautta suora
L' ||L. ja siirretdin vektori v = (B, C) asemaan (D, E) = v ja siitd
edelleen asemaan (4, H) = v (DA || EH). Olkoon CF | AD (|| HE).
Silloin on u+4+v=(4,C) = (D,F) = (D,E) + (E,F) =v + (£,
F). Vaihdantalain u 4 v = v + u todistamiseksi on siis vain néytet-
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Kuvio 11.

tivi, ettd (E, F) saadaan vektorista u = (4, B) paralleelisiitrolla, siis
ettd suora AE || BF.

Tami osoitetaan soveltamalla kahdesti Desargues’n aksiomia I. 5,
seuraavalla tavalla. Pisteen D kautta kulkeva suoran AE suuntainen
suora leikatkoon suoran HE pisteessi G. Kolmiot AEC ja DGF ovat
affiinissa asemassa. Sivut AC ja DF samoin kuin 4F ja DG ovat yh-
densuunlaiset. Aksiomin I. 5 mukaan my8s kolmannet sivut EC ja
GF silloin ovat yhdensuuntaiset. Siis kolmiot BCF ja DEG ovat affii-
nissa asemassa, ja koska BC = DE, CF = EG, on aksiomin I 5
mukaan myods BF = DG = AE, m.o.t.

Yhteenlaskun [liitdnndisyys seuraa murtoviivaa pitkin tapahtuvan
paralleellisiirron yksik4sitteisyydesta.

8.4. Erotus

Vektorien yhtissuuruuden ja summan mééritelmisti seuraa, etti kahta
vektoria vastaa tietty (parallelisiirtoa vaille yksikdsitteisesti ma#ritty)
kolmas vektori x, niin ettd
u+x=nm.
Vektori x on vektorien v ja u erotus ja merkitiddn

X=vVv—u.
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Erityisesti on
0+u=u+00—u=—u=04(—u),
missd vektorit 0 = (4, A), u = (4, B), —u = (B, A).

8.5. Vektorin kertominen kokonaisluvulla

Olkoon A luonnollinen (so. positiivinen, kokonainen) luku. Vektorin
# ja A:n tulo médritelldin ndin:
A kertaa

——
l'u=wukmmi=LiAu=u+...+u,konl > 1

Koska kahden samansuuntaisen vektorin (£ 0) summa jélleen on sa-
mansuuntainen vektori, seuraa tastd, ettd tulo A+« = O silloin ja vain
silloin kun u = 0.

Valittdmasti todistetaan

Osittelulaki: (A + ) u = Au + pu, Mu +v) = Au + Av (4, p luon-
nollisia lukuja),

seké

Liitantilaki: (Au)u = A(uw).

Edelleen on, kun A > u,

A—p) u=~ru—p-u,
ja tamin sdinnén yleispitevyys saavutetaan, jos mairitelladn?
0 u=0,(—A)-u=—(@A .

Tista seuraa, A:n ollessa mielivaltainen kokonaisluku:
Tulo A - u = 0 silloin ja vain silloin kun ainakin toinen tekijoistd
(2, 4) on nolla.

8.6. Kertominen rationaaliluvulla

Olkoot » luonnollinen luku ja % vektori. Yhtilolld » - x = u on ainoana
ratkaisuna nollavektori x = 0, jos vektori u = 0. Jos taas u = (4, B)

1 Seuraavassa merkitsemme lukua nolla ja vektoria nolla samalla merkilld 0, miki
uskin voi johtaa vddrink#sityksiin.
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Kuvio 12.

# 0, saadaan x kuvion 12 konstruktiolla, missi C on suoran 4B ulko-
puolella oleva piste ja (4, C) = v, (4, D) = ».v, CE || DB.

u .
Vektori x on tehtdvin ainoa ratkaisu. Se merkitddn x = - (»u jaet-
»

tuna »:1ld», tai »u:n v:s osa»). Vektorit u ja x = (4, E) ovat saman-
suuntaiset.
Méiritellddn edelleen:

<
N
I
.l

sekd (u, v luonnollisia lukuja)

u 1
ﬁ.uzfu_—-_—_(‘u-u)’
v VY 4

-1y =—\jit=—=——,
v v —v v

Vield on tulo méiriteltivi kertojan ollessa irrationaaliluku.

ja vihdoin

8.7. Lukusuora

Téamin mibritelmén asettamiseksi on mukava siirtii samansuuntais-
ten vektorien joukko niin, ettd niiden alkupisteet yhtyvit. Olkoon (L)
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suorien luokka, jotka ovat annetun Lg-suoran suuntaiset. Olkoot O ja
E kaksi timén suoran pistettd.

positiiviseksi, vastakkaista suuntaa negatiiviseksi. Olkoon nyt u 7 0
suoran L, suuntainen vektori. Ly-suoralla on tietty piste X, siten ettd
u = (0, X) Tama piste X jii paikalleen, jos u vaihdetaan vektoriksi
v = u. Jos sitd vastoin v ja u ovat yhdensuuntaisia, mutta v # u, niin
vektorin (0, Y) = v paitepiste ¥ # X. Jos vield annamme nollavekto-
rin (0, X), X = O vastata vektoreja u = 0, on titen aikaansaatu kdén-
taen yksikasitteinen (yksi-yksikésitteinen) kuvaus u <= X pisteiden X
— L, ja Ly:n suuntaisten vektorien u vililla.

Yhtasuuruus u = v vallitsee silloin ja vain silloin, kun v:t4 vastaava
piste Y — L, yhtyy X-pisteeseen. Jos sit vastoinu # v (X # Y), asetetaan

Miiritelmi. Jos « = (0, X) on positiivinen (u > 0),niinu < v (=
(0, 7)), kun OXY.

Jos u < 0, niin u < v, kun joko XYO tai XOY.

Eli lyhyemmin: u < v merkitsee samaa kuin v —u > 0.

Epiayhtils u > v merkitsee: u < v.

Taten on aikaansaatu isomorfia suoran L, suuntaisten vektorien
u, v suuruusjirjestyksen (u = v) ja suoran L, pisteiden (X, Y, . ) jéir-
jestyksen valille.

Tarkastamme tamin jilkeen suoralla L, olevien pisteiden (R)
joukkoa, joilla (O, R) = &-e =& (O, E), miss £ on rationaaliluku.
Naiti pisteitd R nimitimme »lukusuoran» L, rationaalipisteiksi.

Edellisen mukaan vallitsevat sddnnot:

1) Olkoon vektori u || L, ja & rationaaliluku. Tulo & - u on kertojiin
(€) nihden vaihdannainen, liitinniinen ja distributiivinen.

2) Olkoon u > 0 (uja vektori (O, E) samansuuntaiset). Rationaali-
kertojan £ ja u:n tulo, & - u on positiivinen, nolla tai negatiivinen sen
mukaan, onko & > 0,&§ = 0tai§ < 0.

3) Olkoon piste X — Ly (X # O). Silloin on suoran L, rationaali-
pisteiden R joukossa sellaisia, joilla OXR.

Lauseiden 1) ja 2) todistukset seuraavat helposti tulon & - e (§ ratio-
naaliluku) midritelmisti sekd tallaisen tulon ominaisuuksista, kerto-
jan & ollessa kokonaisluku.
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Sit4 vastoin lause 3) vaatii tarkempaa perustelua. T4t4 varten tarvit-
semme lauseen, joka sindnsikin niyttelee tirkedd osaa alkeisgeomet-
rian jirjestelmissi.

8.8. Arkhimedeen lause

Olkoon X # O mielivaltainen suoran L piste. Silloin on kokonainen
lukun, jolla piste R, (O. R) = n+ ¢ = n - (0, E), téyttéi ehdon OXR.

Todistusta varten voimme rajoittua tapaukseen OEX. Asetetaan
tallsin.

Antiteesi. On sellainen piste X (OEX), ettd (O, P,) = n- e < (0, X),
olipa kokonaisluku 7 (> 0) miten suuri hyvinsi.

e
- Y e
E Py X

L,

Qe

Kuvio 13.

Olkoon (B) niiden pisteiden P — L, joukko, joilla on ominaisuus
n-e<(0,P)(n=1,2,- ). (4)-luokkaan vieddan kaikki muut pis-
teet P — L,. Kumpainenkaan luokka ei ole tyhja, sillaX €(B)jaE €(A).

Jos Py €(B), on kaikkicn pisteiden I’ (OP,P) laita samoin. Tista
seuraa, ettd (4) | (B) on Dedekindin leikkaus. Dedekindin aksiomin
mukaan joko luokassa (4) tai luokassa (B) on dirimméinen piste.

Olettakaamme, ettd B, on (B)-luokan #irimmiinen piste. Kaikki
muut B-pisteet tdyttivit silloin ehdon OB,B. Muodostamme erotuk-
sen (0, B)) —e = (0, By). Luokan (B) méiritelméin mukaan on(n + 1).e
= (0, By), olipa n >0 mikd kokonaisluku hyvinsi. Mutta vekto-
rien yhtd- ja erisuuruutta koskevista lauseista seuraa tistd, ettd
(O,B)=(0.B)—e=<(n-+1)re—e=<n-en=1,2,...), min-
kd mukaan B, on (B)-piste, jolla OB, B,. Piste B, ei siis ole (B)-luo-
kan ddrimmaéinen piste.

Samaan tapaan todistetaan, ettd A-luokassakaan ei ole dirimmaista
pistetta.

Niin on tultu ristiriitaan. Antiteesi on hylittivi, ja Arkhimedeen
lause on siis aksiomien I. 1—5, IT. 1—5 seuraus.
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8.9. Vektorin kertominen irrationaaliluvulla

Olkoon y > 0 lukuleikkauksen () | (#) madrdidmi irrationaaliluku
(a, B rationaalilukuja). Tarkastamme suoran L, vektoria ¢ = (O, E)
ja rationaalipisteiti R ((O, R) = r - (O, E)). Ly-suoran pisteet (P) jae-
taan jalleen kahteen luokkaan (4) ja (B). Jalkimmainen luokka kasit-
takoon kaikki pisteet P — L, joilla a - e < (O, P), kaikilla luvuilla
(¢)). Luokan (4) muodostavat kaikki muut pisteet P — L,. Luokat ei-
vit ole tyhjii. Rationaalipisteet P = R, jotka vastaavat kertojia r=a,
ovat A-pisteita.

Koska y on irrationaaliluku, luokissa (@), (f) ei ole ddrimmaisié lu-
kuja. Dedekindin aksiomin II. 5 mukaan joko pisteluokassa (4) tai
luokassa (B) on dirimmiinen piste P. Asetetaan nyt méaritelmét

y+e=(0,P), josy >0,
yre=—(yl|-e), josy <O.

8.10. Tiydellinen lukusuora

Annamme y :lle kaikki reaaliarvot ja tarkastamme lukusuoran L, pis-
teitd C, joilla
0,C)=u-e.

Pisteiden C jirjestys ja lukujen ¢ suuruusjérjestys ovat isomorfeja.

Lause 8. 1. Pistejoukko (C) peittdd suoran Ly aukottomasti.

Olkoon piste P — L, annettu. On néytettdvi, ettd on reaaliluku c,
jolla (O, P) =c-e(=c-(0,E)).

Oletamme ensiksi, ettd P sijaitsee vektorin e suuntaisella, O-pisteen
rajoittamalla siteelli. Jos P on rationaalipiste: (O, P) =r - e, niin
rationaaliluku ¢ = r on midrittivi kertoja. Ellei P ole rationaali-
piste, madritelliin rationaalilukujen r leikkaus (a) | (B) siten, ettd r
kuuluu Iuokkaan (), jos r - ¢ < (O, P), ja luokka (f) késittdd muut
rationaaliluvut » (joilla siis r - e > (O, P). Luokkaan (a) kuuluvat
kaikki negatiiviset rationaaliluvut. Luokka (f) ei myoskéin ole tyhja,
mika todistetaan Arkhimedeen lauseen nojalla. Lukuleikkaus (a) | (8)
médrittelee siis irrationaaliluvun y, ja edelld asetetusta tulon y-e
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miiritelméstd seuraa, ettd ¢ =y toteuttaa vaaditun ehdon c¢-e =
(0, P).

Jos suhde POE vallitsee, madratdén piste Q ehdon (0, Q) = —(P,
O) mukaan. Silloin on olemassa positiivinen reaaliluku ¢, niin ettd
(0, Q) = ¢ - ¢, ja luku —c tayttdd vaatimuksen (—c) - e = (O, P).

Siten on konstruoitu k#dntien yksikisitteinen, »jarjestyksen» suh-
teen isomorfi vastaavaisuus toisaalta reaalilukujen, Lloisaalla suoran
pisteiden kesken.

8.11. Vektoriopin peruslauseet

Affiinin tasogeometrian ylla esitetyt perusteet yhdistimme seuraavaan
titvistelmédn.

Oletetaan annetuksi:

a) Kaksi perusalkioiden joukkoa: pisteet (P) ja suorat (L).

b) Kaksi perussuhdetta: P — L pisteiden ja suorien vililli (»insi-
denssi»), sekd kolmen pisteen: P P,P, »jirjestyksen» suhde;

c) Kymmenen perussidntod, aksiomit 1.1—5, II. 1-—5, joita pe-
rusalkiot ja perussuhteet noudattaval.

Tialtd pohjalta rakennetaan: vektorien v = (4, B) paralleelisiirron
oppi, vektorien yhtdsuuruuden® kisite ja vektorialgebra (ns. viivallinen
algebra).

Viimeksi mainittu algebrallinen jirjestelmid tyydyttdd alla olevat
ehdot: '

A. Kahta vektoria a ja b vastaa yksikésitteisesti kolmas vektori nii-
den »summana» a -+ b.

A4, Summa on vaihdannainen (kommutatiivi): ¢ + b = b + a.

Ay, Summa on liitAnndinen (assokiatiivi): @ + (b +¢) =(@ + b) + c.

As. Kahta vektoria a ja b vastaa yksikésitteisesti kolmas vektori x,
siten ettd g + x = b. Vektori x merkitiin b — a (b:n ja a:n »erotus»).
Jos b = a, on efotus x a:sta riippumaton nollavektori (0 = a — a).
Erotusta 0 — a merkitida lyhyemmin : —a.

1 Yhtdsuuruus # = v on kisitettdvi identiteettind u = v, modulo paralleelisiirto.
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B. Reaalilukua 1 ja vektoria u vastaa yksikisitteisesti vektori v nii-
den »tulona»: v =21 ut

B,. Tulo on liitinndinen: (Au) - u = 4 - (u - u);

B,. Tulo on distributatiivi

A+wu=rutpu - @t+v)=24u+1v;

By 1-u=u;

B,. p-u = 0 (nollavektori!) silloin ja vain silloin, kun ainakin toi-
nen tekijoisti (4 ja #) on nolla.

§9. Affiinit koordinaatistot

9.1. Kahden vektorin suhde

Kohdassa 8.7 esitetysti isomorfiasta suoran pisteiden ja reaalilu-
kujen »jirjestysten» suhteen seki 8. pykilissd esitetystd vektorialgeb-
rasta seuraa erikoisesti (kuten osittain jo on mainittu):

1) Vektoria u ja reaalilukua A vastaa vektori v = 4 - u, joka paral-
leelisiirtoa vaille on yksikisitteisesti maaritty.

Vektori v = 0 silloin ja vain silloin, kun A =0 taiu = 0tail =0,
u=0.

Josu #£ 0, A 5% 0, tulovektori v = A - u ja kerrottava u ovat saman-
suuntaisia, kun A > 0, ja vastakkaissuuntaisia, kun 1 < 0.

2) Kaantden: jos vektorit # ja v ovat yhdensuuntaiset (joko sa-
man taikka vastakkaissuuntaiset), on olemassa tdsmaélleen yksi reaa-
liluku A (joko > 0 taikka < 0) siten ettd v = 4 - u.

Josu+0jav=0,onl1=0.

Kertojaa A nimitetdén vektorien v ja u (% 0) suhteeksi eli mySs v:in
mittaluvuksi, kun u on mittana eli yksikkond.

1 S434nnét (B) olemme edelld todistaneet rationaalisille kertojille. Niistd erikoisista
sddnndistd ynnd tulon A+ # médritelmésts, kertojan A ollessa irrationaaliluku, seuraa
helposti ko. sidéintdjen yleispitevyys.
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9.2. Verranto-oppi

Tama voidaan nyt esittad, kuten Eukleideen »Alkeissa» on osoitettu.
Ensiksi todistetaan »yhdcnsuuntaisia transversaalcja» koskeva
Lause 9. 1. Jos kaksi suoraa leikataan yhdensuuntaisilla suorilla,

niin ndiden viliset janat ovat verrannolliset. (u :v = u' :v').

Jos ensiksi # = v, u : v = 1, ne saadaan toisistaan paralleelisiir-
rolla. Kuvion 14 konstruktio osoittaa, etti tilldin «' ja ' saadaan

toisistaan paralleelisiirrolla, joten v’ =/, &’ : v/ = 1.

Jos taas 4 = u : v on rationaaliluku, 1 =— (m ja n positiivisia
n

1
kokonaislukuja), niin vektoreilla # ja v on yhteinen mitta . v=e,
jau=m-e, v=n-e. Edellisen tapauksen (1= 1) paittely joh-

4
v

taa tulokseen u’' =m-—, joten v’ = 1-v'.
n

Jos vihdoin 4 = u : v on irrationaaliluku niin vektorit u ja v ovat
yhteismitattomia.

Olkoon (@) | (f) luvun A Dedekindin leikkaus (o ja B rationaali-
lukuja). Edelld oleva paittely (A ollessa rationaaliluku) osoittaa,
etti suhde A’ =’ ' midriytyy saman leikkauksen (a) | (8) avulla,
joten ' = 1, m.o.t.

Kuvio 14.

Y14 olevasta seuraa tirked
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Lause 9. 2. Jos kolmio OAB leikataan sivun AB suuntaisella suo-
ralla A'B’, on

(0, 4) : (0, 4= (0, B) : (0, B’y = (4, B) : (4', B).

9.3. Affiinit koordinaatistot

Olkoot 0, X;, Y; kolme pistettd, jotka eivat ole samalla suoralla, sekd
P mielivaltainen piste. Projisioidaan tdmé vektorien (0, X;) ja (O, Y;)
suuntaisilla suorilla suorille OY, ja OX;. Nain saadut P-pisteen pro-
jektiot olkoot Y ja X. Reaaliluvut

{x = (0, X) :(05 Xl)’
y=(0,7):(0,Yy

ovat P-pisteen koordinaatit pisteiden O, X, Y; madraaméassa koordi-
naatistossa. Sen alkupisteelld (origolla) O on koordinaatit x =y = 0.

Y P

Y

=
) X, X

Kuvio 15.

Kantavektorien (O, Xy)ja (O, Y,) paatepisteilld X, ja ¥, on koordinaa-
tit (1,0) ja (0,1).

Kadntden vastaa jokaista jirjestettyd reaalilukuparia (x, y) tiy-
sin méiratty piste P (x,y), jolla on koordinaatit (x,y). Kuvaus
P <« (x, y) on siis kdantden yksik&sitteinen.

9.4, Suoran yhtilé
Olkoot P, (x,, y,) kolme pistettd (v =1, 2, 3). Jos ne ovat samalla
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suoralla L, joka ei ole kummankaan koordinaattiakselin (0X;, OY;)
suuntainen,

Y
/L
Vs
Ve
Bt
/ ’
—e—
O x % X Y
Kuvio 16.

seuraa lauseesta 9. 1, ettd

Ys—V1  Xzg— X
Yo —V1 Xg— Xy

eli

9.1) X, 011
Xy ¥2 1| = 0.
X331

Oletetaan kidntien yhtils (9.1), yhdistetdan pisteet P, ja P, suoralla
L ja merkitdin suoran L ja pisteen Py kautta kulkevan, y-akselin suun-
taisen suoran leikkauspistetli Py:lla. Lauseesta 9. 1 seuraa, ettd
P; = P,, ja pisteet P, P,, P, ovat siis samalla suoralla (L).

Vilittdmésti todetaan, etti sama tulos pitdd paikkansa, jos L on
jommankumman koordinaattiakselin suuntainen.

Olemme siis todistaneet:

Lause 9. 3. Vilttdmdiontd ja riittavid, jotta pisteet Py (Xyq),
P, (x5, ¥5), Py (x5, v3) ovat samalla suoralla on ettd determinantti (9.1)
havidd.
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Jos nyt annamme pisteen x = X3, ¥ = V3 liikkkua pisteiden Py (xy, 1)
ja Py (x,, v2) kautta kulkevalla suoralla L, on

9.2.) ax + by +¢c=0,

missit @ = Yy — Vg, b = Xg— X3, ¢ = X1 )3 — Xo)r-

Suoran yhtilo on siis ensiasteinen. Kaksi suoraa on silloin ja vain
yhdensuuntaista, kun x:n ja y:n kertoimet niita vastaavissa yhtaloissi
ovat verrannolliset, ja ne ovat identtiset, jos vastaavien yhtilgjen
kaikki kertoimet ovat verrannollisia.

9.5. Jirjestyksen suhde

Vihdoin todetaan, ettd jarjestyksen perussuhde PPy Pg pitee silloin ja
vain silloin, kun vastaavat koordinaatit tyydyttavéat ehdot

9.3) X711
xz y2 1 =S 0
x3¥s1

ja

0.4 (xa— %) (x3—x3) =0, s —y) s —ys) =0,
jolloin yhtisuuruus vallitsee korkeintaan jommassakummassa niistd
epayhtaldista.

Epayhtilot (9.4) lausuvat lyhyesti sen, ettid Pyin koordinaatit suu-
ruudeltaan o-at pisteiden Py ja Py vastaavien koordinaattien vilissa.

§10. Affiinin geometrian tiydellisyys

10.1. Affiini geometria ja analyyttinen geometria

Olemme jo nihneet, ettd mallin M (7.6) mukainen analyyttinen
geometria tyydyttia kaikki affiinin geometrian kymmenen aksiomia
I. 1—5, 1L 1—5, jos affiinin geometrian jirjestelman (AG) perus-
alkiot ja perussuhteet tulkitaan aritmeettisesti ndin:
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Jirjestelmd AG Jérjestelmd M

Piste P Jarjestetty lukupari (x,p)

Suora L Kolmen reaaliluvun suhde a : b : ¢
Insidenssi P — L ax +by+c¢c=0

Jarjestys PP, P, Vastaavat koordinaatit (x,, y,)

(v=1, 2, 3) toteuttavat ehdot
(9.3) ja (9.4) (kohta 9.5)

Kohta 9.3 tdydentdd tatd vastaavaisuutta (M — 4G) merkitti-
visti: Siitd ilmenee, ettd myos jirjestelmin AG ollessa annettu (perus-

__alkioineen, perussuhteineen ja aksiomeineen I.1—S5, II. 1—5) se voi-—

daan kuvata jirjestelmille M.

Téten on aikaansaatu kddntden yksikdsitteinen ja perussuhteet sdilyt-
tdvd (siis isomorfi) kuvaus AG <~ M. Tama kuvaus on (vrt. 9.3) tiysin
madritty, jos kolmea mielivaltaista pistettd O, X,, Yy, jotka eivit ole
samalla suoralla, vastaamaan asetetaan lukuparit (0,0), (1,0), ©,1).
Silloin néet miirdytyy koordinaatisto, jossa ylli olevan taulukon
osoittamat vastaavaisuudet toteutuvat.

10.2. Affiinin geometrian tiydellisyys

Mallin M avulla on osoitettu, ettd affiinin geometrian 4G aksio-
mijérjestelmidn aksiomit I. 1—5, II. 1—5 ovat keskendiin ristiriidat-
tomia ja toisistaan loogisesti riippumattomia. Tulemme nyt kysy-
mykseen: onko systeemi AG tdydellinen?

Edelld olevassa tutkimuksessa olemme miiritelleet jirjestelmin
taydellisyyden epitiydellisyys-kasitteen loogisena vastakohtana. Epd-
tdydelliseksi olemme talldin katsoneet aksiomisysteemid S, jos se si-
saltdd kaksi lausumaa T ja T, jotka tyydyttavit ehdot:

1) Lausumat ‘T ja T ovat S-jirjestelmin mieclekkiitd lausumia
(vrt. 1.4);

2) T ja T ovat suoranaisessa loogisessa ristiriidassa keskendin;

3) Seka T ettd myds T muodostaa S:n aksiomien kanssa ristiriidat-
toman systeemin.

Niinpi todistaaksemme aksiomijarjestelmien I. 1—4, II. 1—S5 epi-
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taydellisyyden osoitettiin, ettd lause T (Desarguesn lause 1. 5) ja
sen vastalause T (»Desargues’n lause ei pidd paikkansa») molemmat
ovat riippumattomat aksiomeista I. 1—4, II. 1—5. Lause L. 5 voitiin
timin jalkeen lisitd affiinin geometrian uudeksi, kymmenenneksi
aksiomiksi, ja ndin laajennettu aksiomijirjestelmd AG tayttaa edel-
Jeenkin ristiriidattomuuden ja riippumattomuuden vaatimukset.

Tillainen aksiomisysteemin 4: 1. 1—>5, II. 1—5 tiydennys jollakin
uudella (riippumattomalla ja ristiriidattomalla) lisiaksiomilla ei endd
ole mahdollinen. Silli olkoot M; ja M, kaksi jirjestelmin 4G mallia,
jotka molemmat toteuttavat aksiomit 4. Kohdan 9.3 mukaan mo-
lemmat mallit M, ja M, ovat isomorfeja aksiomien 4 avulla rakenne-
tun AG-jarjestelmin kanssa. Siitd seuraa, ettd myOs jarjestelméat M,
ja M, ovat keskeniin isomorfeja: Voidaan konstruoida M;:n ja My
perusalkioiden ja perussuhteiden kddntden yksikésitteinen kuvaus eli
vastaavaisuus, siten ettd jokainen lausuma, joka pétee toisessa jarjes-
telmassa, pitee myds toisessa. Tassd mielessi affiini geometria on tdy-
dellinen: se on yksikdsitteisesti mddrdtty, isomorfiaa vaille.

10.3. Huomautus

Tami tiydellisyyden eli monomorfian kasite, jonka mukaan siis jarjes-
telmin AG looginen rakenne (isomorfiaa vaille) on téysin médratty,
ei loogisessa katsannossa ole tdysin yhtépitdvé esityksemme alussa
(kohta 1.8) annetun selityksen kanssa. Sielld jonkin systeemin
S taydellisyys pohjimmiltaan kytkeytyi »ratkeavaisuuden» (»Ent-
scheidbarkeity) kysymykseen. Sanoimmehan jarjestelmdd S tdydelli-
seksi, jos T:n ollessa mielekds lausuma (joka siis operoi vain S:n
perusobjekteilla ja -relaatioilla) joko itse taikka sitten sen looginen
vastalausuma T on johdettavissa S:n aksiomeista. Mutta kysymys,
onko esim. aritmetiikka, jota edelli olemme kiyttineet ristiriidatto-
mana vertailujarjestelmini, siini mielessd »téydellinen», ettd jokai-
sen aritmeettisen lausuman T suhteen voidaan ratkaista, onko joko
T taikka sitten T todistettavissa (so. johdettavissa aritmetiikan aksio-
meista Aarelliselld magralla perikkiisia loogisia paatelmid), on pul-
mallinen ongelma (johon mm. Brouwerin inspiroima ns. intuitionis-
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tinen logiikka on kiinnittinyt huomion). Huomattakoon kuitenkin,
ettd timi »ratkeavaisuuden» kysymys edelld esitetyn tutkimuksemme
kannalta on irrelevantti: silld olemme operoineet vain sellaisilla arit-
meettisilla lauseilla, jotka dsken esitetyssi mielessi ovat todistetta-
vissa (ja siis »ratkeaviay).

Taydellisyyden kasite, minki HILBERT perustavassa teoksessaan
[1] on esittinyt, poikkeaa ainakin muodollisesti ylla puheena olleesta
miirittelystd; emme tdssi puutu siihen.

§11. Koordinaattimuunnoksista

11.1. Siirtyminen koordinaatistosta toiseen koordinaatisto on

Miten pisteen P koordinaatit muuttuvat, kun siirrytiin kordinaatis-
tosta K (0, 4, B) toiseen K’ (0, 4", B")? Kayttimilla vektorialgeb-
raa tima kysymys on helppo ratkaista. Seuraavassa kisittelemme siti
liittyen suoranaisemmin geometriseen affiiniin jarjestelmain.

Kuvio 17. O A x X

Olkoon ensiksi O = 0’, 4 = A’. Jos pisteet O, B ja B’ ovat sa-
malla suoralla, muuttuu vain P-pisteen y-koordinaatti, arvosta y ar-
voksi y' = w y, missi u = (O, B) : (0, B").

Jos sitd vastoin B’ ei ole suoralla OB, saadaan (kuvio 17)
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y =(0,Y):(0,B)=(0,Y"):(0,B") ja
y' =(0,Y):(0,B)=[©0,B"):(0,B)]- (0, Y') : (0, B")]
=u-y,
missd nyt 4 = (O, B") : (0, B).
Edelleen on

X —x={,Y"):(0, 4)
= [(v, Y) : (B, B"] - [(B, B") : (0, A4)]
=[(0,Y) : (0, B)}- [(B, B") : (0, 4)]
=1
missa A= (B, B") : (0, 4).
Siis on
X =x+Ay,y =uy.

Samaan tapaan siirrytdin pistekolmikosta (O, 4, B") kolmikkoon
(0, 4’, B"). Uudet koordinaatit saadaan jélleen jirjestelmén (0, 4,
B') koordinaateista viivallisen, homogeenin muunnoksen avulla.
Kun alkupiste O vihdoin siirretiin pisteeseen O, on koordinaattei-
hin vain lisdttdva vakiot. Saadaan siis kaavat

AL x' =ax + by + ¢, ¥ = azx + by + ca,

jotka valittavat siirtymisen koordinaatistosta K koordinaatistoon
K’. Olettamuksesta, ettd pisteet O’, 4’, B’ eiviit ole samalla suoral-
la, seuraa, ettd

le¢; ¢ a, a
D= Oalaz—bb # 0.
0b, by .

Kaintien viivallinen yhtaldpari (11.1) aina voidaan tulkita koordi-
naatiston muutoksena, edellyttien, etta D £ 0.

11.2. Affiinit kuvaukset.

Systeemin AG isomorfien kuvausten joukossa ansaitsevat ns.
automorfismit, AG :n viivalliset kuvaukset izselleen erityistd huomiota.

53



§ 10:std seuraa, ettd téllainen automorfismi, missé AG:n piste P ku-
vautuu AG:n pisteeseen P (P<>P) midriytyy yksikdsitteisesti, jos
kolmea pistettd P, (v = 1, 2, 3) vastaamaan asetetaan kolme mieli-
valtaisesti valittua pistettd P, (v = 1, 2, 3), jotka samoin kuin pis-
leel P, eiviil ole sumalla suoralla.

Olettakaamme, ettdi P<—> P on AG:n automorfismi. Silloin P-pis-
teelld kolmikon (P, P,, P;) mi4ridmaissd koordinaatistossa K on
samat koordinaatit kuin P-pisteilli koordinaatistossa K (P,, Py, Py):
X=x,y=y.

Toisaalta siirtyminen koordinaatistosta K koordinaatistoon K ta-

pahtuu viivallisilla kaavoilla (11,1) missa (x”, ") ja (x, ) ovat saman
Dpisteen P koordinaatteja (edelliset K :ssa, jalkimmaiset K :ssa). Koska
affiinissa muunnoksessa (automosfismissa) P<— P edellisen pisteen P
koordinaatit K:ssa ovat samat kuin kuvapisteen P koordinaatit (X, )
Kissa, on x =% =x' jay =y =)', ja muunnoskaavat (11.1) vi-
littavit siis affiinin automorfismin.

Kaavat (11.1) voidaan siis tulkita kahdella tavalla:

1) Saman pisteen P koordinaattien muunnoksena, kun siirrytaan
koordinaatistosta K toiseen K’.

2) Affiinina kuvauksena P<— P’, joka sitoo vastinpisteiden koor-
dinaatit samassa koordinaatistossa.

Kuvauksen isomorfisuus edellyttii, ettd determinantti D = a b, —
asb, = 0. Jos néin ei ole, kuvaus on »homomorfismi»: se ei ole kdan-
tden yksikésitteinen. Jos kaavion aste talldin on 1, so. D = 0, mutta
sen alkiot eivét kaikki hdvid, kuvautuu affiini taso suoralle. Asteen
ollessa 0 (@, =ay, = b, = b, = 0) tason kuva surkastuu pisteeksi

' =c, ¥ =cy.
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II KONGRUENSSIOPPI

§ 1. Janojen yhteneviisyys

1.1. Johdatukseksi

Edelld jo useasti mainitussa perustavassa teoksessaan Hilbert [1]
esitti janojen ja kulmien yhtenevdisyyden eli kongruenssin késitteet
itsendisind, insidenssin ja jirjestyksen suhteista riippumattomina
perussuhteina, jotka noudattavat erditd, insidenssi- ja jirjestyksen
aksiomeista samaten riippumattomia kongruenssi-aksiomeja.

Naiissd luennoissamme olemme rakentaneet affiinin tasogeometrian
insidenssin ja jirjestyksen perusrelaatioiden varaan, jotka tyydyttavit
kymmenen aksiomia I. 1—S5, II. 1—5. Edelld on osoitettu, ettd ndin
saatu jarjestelmd AG (affiinigeometria) tdyttdd riippumattomuuden
ja konsistenssin (ristiriidattomuuden) vaatimukset.

Jarjestelmd AG on lisdksi tiydellinen. Sen vuoksi ei ole tarpeellista
lisatd siihen uusia riippumattomia perussuhteita eiki myodskian nusia
lisdaksiomeja. Koska jirjestelmén looginen rakenne jo on yksikésit-
teisesti tiysin médritty (isomorfiaa vaille), sen kaikki lisdkésitteet on
konstruoitava miidritelmien avulla ja siten palautettava AG-jarjestel-
min pohjana oleviin perusalkioihin (piste, suora), perussuhteisiin
(insidenssi, jarjestys) seka perussadntdihin (aksiomit I. 1—5, IT. 1—5).

Tam4 koskee erityisesti janojen ja kulmien kongruenssin késitteitd,
joiden méirittelylle esilld oleva II. luku on omistettu. Asettaessamme
niiden metristen kisitteiden médritelmid kongruenssin kisittesseen
liittyvd geometrinen havainto ja sitd koskevat tutut loogiset ndko-
kohdat ohjaavat valintaamme.

1.2. Yhdensuuntaisten janojen kongruenssi

Pisstiksemme luontevasti janojen kongruenssin Kkésitteeseen rajoi-
tamme tarkastelun aluksi yhdensuuntaisiin janoihin,
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Edelld (§ 8) kahden vektorin identtisyyden késite on laajennettu nii-
den yhtisuuruuden kisitteeksi. TAmi ekvivalenssi perustui paralleeli-
siirron kisitteeseen: Kaksi vektoria v, = (4, By) ja vy = (4, By),
jotka saadaan toisistaan paralleelisiirrolla, madriteltiin yhtdsuuriksi,
v, = v,. Timin mukaan vektoricn yhtisuuruus cdellyttiid, etti ne
ovat samansuuntaisia. Erityisesti yhtdsuuruudesta v; = v, seuraa,
ettd myos — v, = —v,.

Tavoitteenamme on kuitenkin paisti junojen (eikd vektorien) yhté-
suuruuden eli kongruenssin kisitteeseen. On luonnollista pitdd kahta
janaa A.B; ja A,B, yhtd suurena ainakin silloin kun niiti vastaavat

vektorit ovat yhtdsuuria, ndiden suunnasta ritppumatta. Tulemme
siten alustavaan madritelmian:

Janat a = A;B, ja b= A,B, ovat kongruentteja,a = b, jos ne (sopi-
vasti suunnattuina ) vektoreina ovat samansuuruisia.

Niin janojen kongruenssi on midritelty yhdensuuntaisille janoille
(jolloin janoja pidetddn yhdensuuntaisina myos silloin, kun ne ovat
saman suoran osia). Tami kongruenssin késite (III) tyydyttad vek-
toriopin nojalla ehdot:

1I1. 1. Janojen kongruenssi on ekvivalenssi (se on refleksiivi, symmet-
rinen ja transitiivi suhde).

1L 2. Kolme pistettii A, B, C (4 # B) oikoon annettu. Silloin puoli-
sdteelld, jonka alkupiste on C ja joka on vektorin (A, B) suuntainen, on
tiasmiilleen yksi piste D, niin ettd janat AB ja CD ovat kongruentteja.

1.3. Janojen algebra

Yhdensuuntaisten janojen oppi saadaan vastaavasta vektoriopista sa-
maistamalla kaksi vektoria v, ja v,, jotka ovat vastakkaisia, vy = — v,
Tami identifikaatio vie vektorialgebrasta yhdensuuntaisten janojen
algebraan. Ilmeiselli tavalla johdetaan téllaisten janojen suuruuden-
jarjestys, yhteenlasku, vdhennyslasku (jolloin janojen a ja b erotus
a — b on mielekés vain kun a = b), janan kertominen ja jakaminen
positiivisella reaaliluvulla, verrantooppi jne.

1 On siis joko Ay By = (4g, By) tai 4; B, = (B, Ay).
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1.4. Janojen kongruenssin yleistiminen. Permanenssin periaate

Siirrymme nyt méairittelemadn kahden mielivaltaisen (ei enda valtta-
mittd yhdensuuntaisen) janan kongruenssin. Eusimioiiseksi ehdoksi
asetamme talloin, ettd kongruenssin laajennettukin késite tyydyttda
ylli olevat postulaatit ITL. 1,2 (jolloin C-pisteestd 1dhtevin puolisiteen
suunta nyt on mielivaltainen).

Talléin noudatamme ns. »matemaattisten lakien permanenssin (sdily-
misen )» periaatetta, jonka merkitystd matemaattisten Kkasitteiden ke-
hittelyd ohjaavana ideana tuskin voidaan yliarvioida. Jos jonkin ma-
temaattisen teorian rakenteessa havaitaan joitakin puutteita, esim.
niin, etti sen sddnndt vain tietyin hairitsevin poikkeuksin ovat voi-
massa, pyritidn tillainen looginen kauneusvirhe poistamaan laajenta-
malla teoriaa, mddrittelemdlld uusia kisitteitd tai uusia alkioita (ns.
pideaaleja elementteji»), joiden luominen poistaa nuo aikaisemmmat
puutteet. Talloin samalla pidetadn silmalla »loogisen ekonomian eli
sddstivaisyyden» periaatetta: Uusia kisitteitd ei lisdta ylenmaédrin,
vaan tyydytain pienimpdin maardin, joka riittda ko. tavoitteen saa-
vuttamiseksi. TAma minimivaatimus rajoittaa laajennusta pitkille, mo-
nasti niinkin, ettd se yksikdsitteisesti madraa, miten laajennus on toi-
mitettava. Siten matemaattiset jarjestelmat jo alkuvaiheissaan viitoit-
tavat tien, jota ne mydhemmassé kehityksessddn on predestinoitu kul-
kemaan.?

1.5. Postulaatteja III. 1,2 noudattava yleinen janojen kongruenssi

Keskeytimme tihan edelld olevien periaatteellisten niakdkohtien tar-
kastelun ja siirrymme tutkimaan, miten mielivaltaisten erisuuntaisten
Jjanojen kongruenssi on mddriteltdvd, jotta postulaatit 111. 1, I11. 2, jotka
vallitsevat janojen ollessa yhdensuuntaisia, sdilyttdisivdt pdtevyytensd.

1 Klassillisen esimerkin niistd periaatteista sisdltdd lukukisitteen kehitys: lihtien
luonnollisista luvuista 1, 2, . . . lukujen aluetta ja niilld suoritettavia aritmeettisia ope-
raatioita juuri permanenssin periaatetta noudattamalla laajenpetaan perdttdisesti uusiin
wideaaleihin» lukuihin (nolla, negatiiviset kokonaisluvut, murtoluvut, irrationaaliluvut,
kompleksiluvut) ja korkeammassa lukuteoriassa lukuihin, joita juuri nimitetdinkin
videaaleiksi». Permanenssin periaate ja »ideaalikisitteiden» alue ei rajoitu vain lu-
kuteoriaan, yhtd tirkedd osaa ne niyttelevit geometriassa, kuten ndistékin luennoista
osittain ilmenee. — Ekonomia-periaatteen merkitystd (matemaattisten késitteiden ul-
kopuolellakin) filosofi, fyysikko ja fysiologi Ernst Mach erityisesti on korostanut.
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Oletamme sit4 varten, ettd janojen kongruenssi jollakin tavoin jo
olisi médritelty, siten ettd: 1) madritelmi pitdd yhtd edelld jo asetetun
madritelmén kanssa, kun janat erityisesti ovat yhdensuuntaisia; 2)
mééritelmd toteuttaa postulaatit IIL. 1 ja III. 2. Miti tillaisen madri-
telmén nojalla silloin edelleen voidaan patelld?

Olkoot 4,B; ja 4,B, kaksi janaa, jotka kiinnitetyn médritelmin mu-
kaan ovat kongruentteja, 4,B, = A4,B,. Valitsemme mielivaltaisen
pisteen O ja vieddan vektorit (4;, B,) ja (A5, B,) paralleellisiirrolla
asemiin (0, P,) ja (O, P,). Postulaattien III. 1.2 mukaan on silloin
OP, = OP,.

1.6. Mittaviiva

Edelld esitetty tarkastelu osoittaa, ettd timin jalkeen voidaan jatkaa
janojen kongruenssiopin tarkastelua rajoittumalla janoihin OP, joilla
piste O on yhteisenii paitcpisteeni. Kiinnitimme tillaisen janan OP,
mielivaltaisesti ja sen lisiksi jokaisella O :n rajoittamalla puolisiteelli
S pisteen P, siten ettdi OP = OP, (1L 2). Pisteiden (P) joukolla E on
silloin ominaisuudet:

1) Jokaisella suoralla L, joka kulkee O-pisteen kautta, on tismal-
leen kaksi joukon E pistetti 4 ja B siten, etii O4 = OB — oP,.
Pisteet 4, B ovat O :n suhteen symmetriset, so. (O, B) =—(0, A).

2) Jos piste Q # P € E on puolisiteelld OP, on jana 00 < tai >0P
sen mukaan, onko OQP tai OPQ. Pistejoukko E on »tahtimdinen»; se
erottaa toisistaan edellisen joukon pisteet ja jalkimmdisen joukon
pisteet.

Nimitimme pistejoukkoa E »mittaviivaksi»; O on sen »keskipisten,
keskendén ybtisuuret janal OP (P € L) sen »séteitiy.

3) Olkoot E, ja E, ovat samankeskisii mittaviivoja, joiden siteet
ovat = ry ja = ry. Jos O:sta lahtevit puolisilect S ja S’ leikkaavat
mittaviivan E, pisteissi Py ja P;, mittaviivan E, pisteissi P, ja P}, niin
postulaateista IIT sekd verranto-opista seuraa, etti PP |P,P).
Kééntien: jos P, ja Py ovat mittaviivan E; pisteiti (OP; = OP] = r,)
ja jos OP\Py, OPiP; ja P,P|| P,P;, niin on OP, = OP}, ja pistect
P, ja Py ovat siis samalla viivalla (E,).
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Kuvio 18.

Edell3 esitetysta seuraa, ettd postulaattimme III. ma4radmat mitta-
viivat (E), keskendiin ovat »yhdenmuotoisia».

Kaantien yhden, tdhtimdisen, symmetrisen pistejoukon E ollessa an-
nettu, janojen kongruenssi on yksikésitteisesti maaratty ja se tyydyt-
t44 postulaatit III. 1,2.

1.7. Metrinen perusfunktio G

Mittaviiva E olkoon annettu. Kahden mielivaltaisen janan a, ja a, pi-
tuuksien suhde a; : a, voidaan m#iriti seuraavalla tavalla. Olkoon O
pistejoukon E keskipiste. Siirretddn janat paralleelisiirrolla asemiin
OP, ja OP, Suhde OP, : OP, on silloin sama kuin janojen ry ja ry
suhde, jotka ovat O-keskisten mittaviivojen E, ja E, siteind. Jos nyt
valitaan mielivaltainen jana AB (4 7 B) mittayksikoksi, jokainen
jana saa mittaluvukseen tdysin madratyn positiiviluvun, ja kaksi
janaa on yhtasuurta (kongruenttia) silloin ja vain silloin, kun niiden
mittaluvut ovat yhtd suuria.

Vektorimerkintad kiyttimalld tulos voidaan lausua seuraavallata-
valla:

1 Olemme kuviossa esittdneet E-pisteiston jatkuvana viivana, mikd ei vield ole postu-
laattiemme seuraus. MyGhemmin rajoitamme E-joukkoa tdhin suuntaan.
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On olemassa vektorien u metrinen perusfunktio G(u), joka toteuttaa
ehdot:

1°. G(u) = 0ja = 0 vain kunu = 0;

2°. G(u) on u:n parillinen funktio, G(u) = G (—u); -
3°. G(A) = |A| G () (A reaalilukn);

4°. Vektorin # pituus || on

Ul = G @);

5°. Funktio G on madratty positiivista vakinaista reaalikertojaa o
vaille. YksikkSjanan valinta kiinnittd4 vakion o yksikisitteises(.

§2. Kulmien yhteneviisyys

2.1. Yhdensuuntaiset kulmat

Nimitimme kulmia W ja W', joilla on kirkipisteet O ja O', yhden-
suuntaisiksi, jos karkipisteisti lihtevit kulmion kyljet parittain ovat
samansuuntaiset. Kaksi tillaista kulmaa miéritellian kongruenteiksi
(yhti suuriksi), W = W',

Samansuuntaisten kulmien ristikulmat ovat asetetun mairitelmin
mukaan samansuuntaisina samoin kongruentteja. .

Kulman W kyljet olkoot L, ja L, ja samansuuntaisen kulman W’
kylking L; ja L}. Valitsemme kyljilla pisteet Py —L,, Py —L,, P,
— Ly, P, —L;, niin etti OP, = O'P{, OP, = O'P}. Desargues’n ak-
siomista 1. 5 seuraa silloin, ettd vektorit (P,, P,) ja (P{, P;) saadaan
toisistaan paralleelisiirrolla. Janat P,P, ja PiP; ovat siis kongruentit,
PP, = P,P,.

2.2. Kulmien kongruenssin yleinen miisiritelmi

Viimeksi mainittu samansuuntaisten kulmien ominaisuus asetetaan

nyt permanenssiperiaatetta noudattaen kahden mielivaltaisen kulman
yhtésuuruuden kriteeriksi.
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Miiritelméd. Olkoot W ja W' kaksi, kulmaa, joiden kirkina pisteet
O ja O’ ovat, ja kylkind puolisiteet L,, L, ja L}, L.

Olkoon kyljilld annettuna pisteet P y — L,, Py—L,, Py —1L;,
P, — Ly, siten ettd OP, = O'P;, OP, = O'P}. Jos tilldin

PP, = PiP],.

sanomme kulmia W ja W’ yhti suuriksi (kongruenteiksi).
Téten kulmien kongruenssin kisite on palautettu janojen vastaa-
vaan késitteeseen.

2.3. Postulaatti III. 3

Asetettu midritelmd on, kuten kohdasta 2.1 ilmenee, riippumaton
siitd, miten pisteet Py ja P, valitaan kyljilld, edellyttien, ettd kulmat W
ja W’ ovat samansuuntaiset.

Mutta onko niin mielivaltaisiin kulmiin W ja W' nihden? Jollei
niin ole, kulmien kongruenssin méiéritelmi ei ole sopiva, silla se ei sil-
loin méérittele kulmien kongruenssin kisitettd yksikdsitteisesti.

Itse asiassa postulaatit II1. 1 ja III. 2 eivit vield riit4 tuon yksikisit-
teisyyden takaamiseksi. Sen vilttimattdmina ja riittivini ehtona on,
ettd seuraava, janojen kongruenssia koskeva lisiehto on voimassa:

L 3. Olkoon pisteilli O,0',P,, P, (v =:1,2,3) seuraavat omi-
naisuudet:

1°. Pistest O, Py, Py ja samoin O', P;, P; ovat suoralla viivalla (L
jaL").

2°. On OP, = O'P{, OP, = O'P,, OP, = O'P;, P,P, = P,P;.

Silloin on PP, — P,P,.

Tamai lause patee, jos kulmat P,OP, ja P10’ P} ovat samansuuntai-
set. Mielivaltaisiin kulmiin ndhden se siti vastoin ei ole voimassa,
edellyttien, ettd janojen kongruenssista ei vaadita enempii kuin mits
sisaltyy postulaatteihin III. 1, 2.

Tulemme siten kysymykseen: Miten postulaatti III. 3, jonka péte-
vyys on ValttdAmitdn ja riittava ehto kulmien kongruenssin yksikésit-
teiseksi madrittelemiseksi, rajoittaa postulaatteja IIL 1, 2 ja niistd
johdettavan mittaviivan E valintaa?
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2.4. Mittaviivan E konstruoiminen postulaatin ITI. 3 avulla

Seuraavassa tulee osoitettavaksi, etti O-keskinen mittaviiva E, eriin
rajoituksin, tulee yksikasitteisesti madrityksi, jos mittaviivalla anne-
taan kolme pistettd.

Valitsemme sitd varten mielivaltaisen keskipisteen O sekid kolme
pistettid A4, B, C, joista oletamme, ettd suorat 4B, AC, BC eivit kulje
O n kautta.

Pisteiden 4, B, C kautta kulkee d4retdn joukko mittaviivoja E, jotka
tyydyttavit postulaattien I1I. 1, 2 vaatimukset. Olkoon E tillainen mit-
taviiva. Jos nyt vaadimme, etti janojen kongruenssi tyydyttia postu-
laatin IIL. 3, niin voidaan affiinilla konstruktiolla méarata neljds piste
C,, joka samoin sijaitsee viivalla E. Tdmd tapahtuu konstruoimalla
perittiisesti pisteet A4’, C’, B, Cy seki Cy, seuraavalla tavalla (vrt. ku-
vio 19):

Cy

Kuvio 19. 0 12’ A

1) C4A' |BO; 2) A'C' || AC; 3) CB' | 4'0; 4) C'Cy|| 40 ja
OCj||AC'; 5) BC,||B'C;.
Todistamme, etta piste C, tdyttdd ehdon

0C, = 04 (= OB = OC).

Koska A'C| OB, on olemassa reaaliluku A (# 0), niin ettd
(4',C): (0, B) = 4, ja siis 4'C = |A| - OB.

Ehdosta A’C’ || AC ja 04 = OC seuraa, ettd 04’ = OC’.

Kolmioissa OAC’ ja OCA’ on
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04 =0C,0C" =04',C'4" = 4'C’,

ja postulaatin ITL. 3 mukaan onsiis AC' = C4’ (= |}| - OB).

(0, Cy) on saatu paralleellisiirrolla vektorista (4, C"), joten OC;
=AC" = A'C = |}| - OB.

Samoin vektori (O, B’) saadaan vektorista (4’C) (= 1 - (0, B))
paralleelisiirrolla, joten OB’ = A'C = [} - OB. Siis on OC} = OB'.

Koska B'Cy || BC,, on OC, : OC, = OB : OB'.

Téasti ynnd kongruenssista OC; = OB’ seuraa, etti OC, = OB,
mistd vaitds

OC, = 04 = OB = OC

ilmenee. Piste C, on siis samalla O-keskiselld mittaviivalla kuin A, B
jacC.

2.5. Edellisen konstruktion vektoriesitys

Kiinnitdmme nyt affiinin koordinaatiston K, jonka alkupiste on O ja
akselivektoreina (O, 4) ja (O, B). Pisteiden A4 ja B koordinaatit ovat
silloin (x = 1, y = 0) ja (x = 0, y = 1). C-pisteen koordinaatit olkoot
X = x9 (F0), ¥ = yo (0).

Konstruktioiden 2.4 nojalla mairitiin tistd edelleen koordinaatit:

B :x=0,y =y,
At x =x5y =0;
C’: X=x§,y=on’0;

I
Ci:x=xg—1,¥ = XoVo;
xg—1
CI:)C= ,y:xo.
Yo

Konstruoitu mittaviivan neljis piste C, saa siis koordinaatit :

(2.5) X, =

Yo

missi (xg, ¥o) ovat pisteen C koordinaatit.
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2.6. Invariantti kvadraattinen muoto

Pisteiden O, 4, B, C ollessa annettuja on t&ysin ma&ratts nelidmuoto
(kvadraattinen muoto) Q (x, ), jonka pisteiden 4, B, C koordinaatit
tekevit luvun 1 arvoiseksi. Jos koordinaatisto K valitaan kuten koh-
dassa 2.5, lamd kvadraattinen muoto on

0 (x,y) = ax2— 2 cxy + by?,
missi
x3 2 —1
a=b=1,c= lﬂ_—.
2 XoVo

Pisteet A (1,0, B(0,1), C(xq o) sijaitsevat kartioleikkauksella
Q(x»=1

Tama kartioleikkaus on ellipsi, hyperbeli tai kahden yhdensuyuntai-
sen suoran muodostama pari, sen mukaan onko |¢| < 1, |¢f > 1 tai
le| = 1. Naiden puoliakselit ovat suorien y = x =0 suuntaiset, ja

niiden pituudet ovat
Vg
| M

||
G,

G,
Gy
N

I

|
G

I
1
G,
Kuvio 20. |
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Tapaukset [¢| < 1, |¢] > 1, [c| = 1 vastaavat edelliselld sivulla ole-
van kuvion esittimid vaihtoehtoja pisteen C(x,, ¥,) aseman suhteen.

Jokaisen pisteen C (x4, ¥,) kautta kulkee tismilleen yksi kartioleik-
kaus Q = 1. Arvoja |c| < | vastaavat ellipsit, jotka sileasti peittavit
neljan, suorien y — x = 4 1, y + x = & 1 rajoittamien puolivdiden
muodostaman alueen G, sisdpuolen (kuvion viivoitettu alue!). Hypar-
belit (J¢| > 1) vastaavalla tavalla peittavit alueen G; komplementti-
pisteistén sisdpuolen G,. Rajatapaus |c] = 1 vastaa vihdoin alueiden
G, ja G, yhteisid rajasuoriay + x = ¢ (¢ = 4 1).

Nelidmuoto on ensimméisessd tapauksessa (Jc| << 1) positiivisesti
definiitti, toisessa tapauksessa (Jc] > 1) indefiniitti, kolmannessa
tapauksessa (|c| = 1) semidefiniitti.

2.7. Muodon Q invarianssi transformaation (2.5) suhteen

Sen jalkeen kun nelidmuoto @ =x%—2cxy + y?% on otettu kiytin-
to0n, jonka keskipisteend on origo O ja jota vastaava kartioleikkaus
Q =1 kulkee pisteiden 4 (1,0), B (0,1), C (x4, ¥,) kautta, voidaan
konstruoidun pisteen C; koordinaatit x;, y; (vrt. 2.5) Kirjoittaa yksin-
kertaisempaan muotoon. Koska Q (xq, o) = x2 —2cxgy, + 32 =1
jasiis x2 —1 = yg (2¢xy—y,), saadaan kaavasta (2.5) C;:n koordi-
naateille nyt esitykset

2.7 Xy =2¢Xg—Yo, Y1 = Xo-
Sijoittamalla nima arvot nelidmuotoon Q (x, ¥) havaitaan, ettd

0 (x1, 1) = Q (%0, Yo)-
Affiini muunnos (2.7) sdilyttdd siis neliomuodon Q (x, y) invarianttina.

Jos mittaviiva E sisltdd kolme kartioleikkauksen Q (x,y) =1 pistetta.
niin kohdassa 2.4 esitetty konstruktio johtaa neljinteen pisteeseen,
jolla on sama ominaisuus.

Tama tulos ndyttaa viittaavan siihen, ettd janojen kongruenssia kos-
kevat postulaatit II. 1, 2, 3, jotka ovat valttdmAattdmia ja riittavid mie-
lekk#dn, kulmien kongruenssia sditelevin méiritelmin asettamiseksi,
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mAdrddvat miftaviivan E, siten etti se yhtyy kartioleikkaukseen
2&x,y) =1

Seuraavassa tulee osoitettavaksi, ettd timi olettamus (tietyin lisdra-
joituksin) on oikea.

§ 3. Euklidinen geometria

3.1. Affiini mgunnos T

Téssa §:ssi tutkimme tapausta, jolloin mittaviivan E kolme pistetta
A, B,C keskipisteen O suhteen muodostavat konveksin (kuperan)
kuvion. Tamd sisdltid sen, ettd piste C sijaitsee kuvion alueessa G;.
Yksikkovektorien (O, A), (O, B) virittiméssi koordinaatistossa K
pisteiden A, B, C = C (x,, y,) kautta kulkevan kartioleikkauksen yh-
1418 on silloin

(3.1 Qx,y)=x2—2cxy+y2=1,
missi
" =.1~,rgﬁy3| =i
2 Xo¥g

2
Se on ellipsi, jonka padakselit ovat ———

'\/lj:c'

Pisteen C koordinaateista x,, y, saadaan muunnoksella

)] XL =2¢Xq—Y0 Y1 = X

pisteen C; koordinaatit (x,, y,). TAmA piste, samoin kuin pisteel 4, B,
C, sijaitsee jalleen sekd mittaviivalla E ettd ellipsilla Q = 1.

3.2. Koordinaatisto K,

Pisteen C; aseman tutkimus helpottuu, jos hetkeksi siirrymme uuteen
affiiniin koordinaatistoon K, jonka x- ja y-koordinaatit saadaan jir-
jestelman K koordinaateista affiinilla koordinaattimuunnoksella
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1 1—c¢
,\/ jc(x—y), ,\/ Zc(x—l-y)-

Jos yksinkertaisuuden vuoksi merkitddn niitdkin uusia koordinaatte-
ja kirjaimilla x ja y, nelibmuoto Q uusissa koordinaateissa muuntuu
yksinkertaiseksi nelidsummaksi

(3.2 Q(x,y)=x>+y%
Koordinaatistossa K, muunnos (7) on
) {x1=cx0—-’\/l—cz-y0,
y1=\/1—c2-x0+cyo.

Se voidaan tulkita (x,, y4)-tason »kiertona» pisteen O ympéri, kierto-
kulman ollessa
a=arccosc (0 < a< m).

3.3. Muunnoksen T iteraatio

Mittaviivan E pisteistid 4, B, C léhtien olemme affiinilla konstruktiolla
madrdnneet neljinnen pisteen C,, joka samoin kuin 4, B, C on E:n ja
ellipsin @ = 1 yhteinen piste. Piddmme nyt pisteet 4, B ja O muuttu-
mattomina, mutta vaihdamme C-pisteen pisteeseen C; (x,, y,). Toista-
malla kohdan 2.5 konstruktion miadrddmme nyt pisteen C, (x5, ¥a),
jonka koordinaatit (x,, y,) K-jirjestelmissi saadaan muunnoksella

Xy =2 CXy—Y1, Yo = X1.

K-koordinaatistossa piste C, saadaan C,-pisteisti koordinaatiston
kierrolla, kulman a = arccos ¢ (0 << a < &) verran, ja C-pisteesti siis
kierrolla' 2a. Pisteet 4, B, C,C 4, C, ovat sekd mittaviivalla E etti ellip-
sillaQ = 1.

Nyt jatkamme soveltamalla kohdan 2.5 konstruktion peréttaisesti
pisteisiin C (= C),Cy, Cy, . . ., pisteiden A4, B ja O pysyessi muuttu-
mattomina. Niin muodostuu pistejono C, (» =0, 1,...). Koordi-
naatistossa K, piste C, saadaan pisteesti C = C,, kierrolla origon O
ympéri, kulman # - a verran, missd a = arc cos ¢ (0 < a < 7). Pisteet
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A,B,C,...,C,, ... ovat ellipsin Q =1 ja mittaviivan E yhteisid
pisteité.
Meidin on nyt otettava huomioon kaksi mahdollista vaihtoehtoa:
m
1°. Kulma a =y - 27, missd p on rationaalilukuy =—(m ja n kes-
n
kenddn jaottomia positiivisia kokonaislukuja).
Silloin jono C,, Cy, . . . on jaksollinen:

Cpow=C,(»=0,1,...).

Konstruktiomme johtaa siis déirelliseen maarddn pisteitd C,, Cy,

., C,_4, jotka ovat toisistaan erillisia.

2°. a =y - 27w, missa y on irrationaaliluku. T4lloin konstruktiollam-
me suadasn Aireldn joukko erillisig pisteitd Co, Cp, ..., Cpy v e

Kaikki pisteet 4, B, C, (v =0, 1, ...) ovat mittaviivan E ja ellipsin
O = 1 yhteisid pisteitd.! Ne ovat kaikkialla tihedssd ellipsilli @ = 1.

3.4. Postulaatti IT1. 4

Edelld asetetut postulaatit III. 1, 2, 3 eivit vield implikoi mittaviivan
Jjatkuvuutta. Tami ominaisuus on kuitenkin tirked tavoitteidemme
kannalta. Voisimme tietysti asettaa sen uudeksi, neljanneksi kongru-
enssipostulaatiksi. Itse asiassa riittd4 tihan, jos postulaattien ITL. 1—3
lisdksi vaaditaan vain:

IM. 4. Mittaviiva E on rajoitettu, so. E-pisteiden koordinaattien it-
seisarvojen yldraja on ddrellinen.

3.5. Mittaviivan kuperuus ja jatkuvuus

Olemme edelld tutkineet mittaviivaa E postulaattien I11. 1, 2, 3 avulla,
olettaen etti E sisiltdd kolme pistettii A, B, C, jotka muodostavat ku-
peran kuvion keskipisteen O suhteen. Lisittyaimme nyt neljinnen pos-
tulaatin III. 4 voidaan timi olettamus todistaa oikeaksi postulaattien
I1I. 1—4 nojalla:

1 Heti ndhdidn, ettd myds pisteiden 4, B, Cy symmetriset pisteet O:n suhteen tdyttd-
vit tdimén ehdon.
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Lause ITL 1. Mittaviivan kolme mielivaltaista pistettd tdytiid kupe-
ruusehdon.

Jotta esityksemme pédjuoni ei katkeaisi, siirrimme todistuksen
mydhempain (§§:n 4 ja 5 alkuun).

Kun mittaviiva lauseen III. 5. mukaan nyt on kupera O-pisteen suh-
teen, paitimme edelleen:

Lause II. 2. Mittaviiva E on jatkuva.

Epijatkuvuuskohdan 1ahelld olisi, kuten helposti ndhdéén, kolme
E'n pistettd, jotka eivit tayttaisi kuperuusehtoa.

3.6. Mittaviiva E on ellipsi

Postulaattien ITL. 1, 2, 3 nojalla olemme edella (kohdassa 3. 3) osoit-
1

taneet, etti josy = o arc cos ¢ on irrationaaliluku (tapaus 2°), pistei-
7

den 4, B, C (=C,) kautta kulkevan mittaviivan E pisteet ovat kaikki-
alla tihedssa ellipsilli Q = 1. Nyt lisipostulaatti III. 4 takaa E:n jat-
kuvuuden. Paatimme tistd, cttd E yhtyy ellipsiin Q = 1.

Mutta niin on silloinkin, kun y on rationaaliluku (tapaus 1°). Kon-
gruenssipostulaatin TII. 3 avulla konstruoitu E:n pisteiden, Cq, Cy, . . .
lukumiéri on tosin silloin d4rellinen, eikd siitd ettd ne sijaitsevat ellip-
silld O = 1 vield seuraa, ettd ndin olisi E:n kaikkien pisteiden laita.
Timi ominaisuus kuitenkin seuraa postulaatin IIL. 4 implikoimasta
mittaviivan jatkuvuudesta.

Todistus. Olkoon E mielivaltainen O-keskinen mittaviiva, joka
kulkee pisteiden 4, B, C,y (= C) kautta. Koordinaatistossa K silld on
parametrieritys

(3.6) x =r(p)cosg, y=r(p)sing,

missd r (@) (> 0) arvon ¢ = @, = arctg ) ympéristossi P, on ¢:n
Yo

jatkuva funktio (lause III.2). Pisteen (x = r (p)cosg, y =
r (p) sin @) kautta kulkee tiysin méaritty ellipsi

(E,) Q. (x,y) =x2—2cxy+y?=1
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c:11a on tilldin arvo
L xPyi—1 (r(g)*—1
= C = = 5
E A T (r () sin 29
joka vililld @, on jatkuva ¢ :n funktio.
Samoin on funktion

1
y =7 (g) =5-arccosc(9)

laita.

Osoitamme, ettd ¢ () ja siis mySs y (@) on vakio: y (p) =y (@) =
Yo, € (@) = c(®y) = ¢o. Jos niet ¢ (p,) # ¢ (p,) arvolla g, # @,, jou-
dumme ristiriitaan:

Ensiksi seuraa funktion y (@) jatkuvuudesta valilla (@, ¢@,), ettd siini
on kolmas arvo ¢ = ¢,, jolla y, = v (@,) on irrationaaliluku. Piste

(&Y Xy = 1 (@2) COS @3, Y2 = r (3) sin @,

ynni pisteet 4, B madriavat ellipsin Qc, = |, jolloin ¢; = cos (y, - 27)-
Koska y, nyt on irrationaaliluku, paitetdin kohdan 3.1 mukaan, etti
annettu mittaviiva E yhtyy ellipsiin Q, = 1.

Erityisesti siis piste C = C, €E on ellipsilld Q., = 1. Mutta para-
metriarvot ¢ vastaavat kééntden yksikésitteisesti ellipseji Q,. Sen vuok-
sion ¢y = ¢3, 99 =y, mikd toisaalta on mahdotonta, koska y, on
rationaali-, y, irrationaaliluku.

Tamai ristiriita osoittaa, ettd funktio ¢ (@) sailyttad vakioarvon c,
mittaviivalla E, joka siis yhtyy ellipsiin Qc, = 1, kuten oli todistettava.

3.7. Euklidinen pituusmetriikka

Edelld on osoitettu, etté postulaattien III. 1, 2, 3, 4 ollessa voimassa
mittaviiva E on ellipsi. Kd4ntden todetaan valittomisti, ettd jos mitta-
viivaksi valitaan mielivaltainen ellipsi E, nelji postulaattiamme III.
1—4 on voimassa. Tilldin sekd janojen ettd kulmien kongruenssi tulee
tiysin midrityksi.

Olkoon nyt mielivaltaisesti kiinnitetyn O-keskisen ellipsin E yhtils
mielivaltaisessa affiinissa koordinaatistossa K (x, y), jonka origona on
O-piste,
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(3.7 Qx,y)=ax®+2cxy+ byt =1,
jolloin Q on positiivisesti definiitti:
a>0,ab—c%2>0.

Parvi Q (x,y) = r2(r > 0) sisdltid kaikki E:n kanssa O:n suhteen
perspektiiviset mittaviivat. Kaksi janaa OP, ja OP, on silloin ja vain
silloin kongruenttia, kun pisteet P, (xy, 1), Py (x,, y5) toteuttavat eh-
don Q (xy, y1) = Q (x3, ¥5). Téstd seuraa kahden mielivaltaisen janan
PP, (P, = P, (x,,,) ja P{P; (P, = P, (x,,¥,)) (+» = 1, 2) kongruens
sille P,P, = PP, valttimiton ja riittdvi ehto

(3-7)’ QX1 — X y1—¥2) = Q (xi'—x;, y{—yé)-

1
Jos mittaviivan E sidde, esim. jana OP (P = (\—/—_, 0)) otetaan pi-
a

tuusyksikoksi, janan P, P, pituuden mittaluvuksi saadaan

m =+ \/Q (%6, — X2, Y1 —Y2)-

Tami pituusmetriikka on riippumaton affiinin koordinaatiston va-
linnasta. Siirryttiessi koordinaattijarjestelmidsti K (x,y) toiseen
K (x, y) metrinen neliomuoto Q jaa arvoltaan invariantiksi:

Q(X,J’) = Q(}’y)

3.8. Ympyriinkaaren pituus

Niin kauan kuin ellipsin E, ja sitd vastaavan positiivisesti definiitin
metrisen perusmuodon valinta jétettiin avoimeksi, olimme vilttineet
mittaviivan E (= E,) nimittdmista »ympyrdksi», koska timéa nimitys
olisi voinut johtaa sekaannukseen. Sen jilkeen kun nyt on ilmennyt,
ettd janojen pituusmetriikka postulaattien IIL. 1, 2, 3, 4 mukaan tulee
taysin mAaarityksi, jos metriseksi perusmuodoksi otetaan mielivaltai-
nen, koordinaattimuunosten suhteen invariantti, positiivisesti defi-
niitti nelidmuoto Q (x, y), kiytdmme mittaviivasta, ellipsistd Q = r2,
tasta lahtien nimitysti »r-sdteinen, 0-keskinen ympyra».

Ympyrin koordinaattiesityksen saattamiseksi euklidiseen normaa-
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limuotoon, siirrytddn »suorakulmaiseen» koordinaatistoon alkeis-
geometriasta tunnetulla tavalla. Olkoon annettu metrinen perusmuoto
0, jolla koordinaatistossa K (x, ) on esitys

O, y)=ax®+2cxy+by2(@>0,ab—c?>0)

1
= [@ + ) + (@b — %) 7],

Siirrytddn affiinilla muunnoksella jirjestelmddn, missi x- ja y-koor-

dinaatit ovat
ax+cy . /\/ab —c?
-~ ja -y
Va a

Jos néitd vusia koordinaatteja yksinkertaisuuden vuoksi jilleen mer-
kitddn x:1l4 ja y:114, invariantti perusmuoto Q saa »pythagoralaisen»
normaalimuodon

(3.8 Q(x,y)=x*+y*

uudessa jarjestelmassi K.
Otamme K:ssa kiytdntoon napakoordinaatit (r, ¢):

3.8y {ercos% {"=\/x2—|—y2

y =rsin g, (pzarctg'l—’Y 0<p<2m)
x

ja siirrymme tarkastamaan ympyrinkaaren Q =1, a < ¢ < 8 pi-
tuutta. Se méaritadn sisddnpiirretyn murtoviivan pituuden raja-arvona
kun tdmén osajanojen lukumiirii rajatta lisdtdén niin ettd niiden pi-
tuudet ldhenevit nollaa.

Olkoon a = @y < ¢; < ... < @3 < @, = B. Yksikkdympyralld
x%+y? =1 niitd arvoja vastaavat pisteet P, (cos g,, sin ¢,) (» =0,
..., ). Murtoviivan PyP; . . . P, pituus on (x, = cosg,, y, = sing,)

ZP —1Py =JZ [(xv_'xy—l)z + (yv—yy—l)z]'

y—1
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Ympyrinkaaren PoP, pituus on raja-arvo

8
, s &\ (D)
(3.8) s= dx)2 + (dy)? = 1 2 cdo
(8) [V @ JiNJX(d¢} JL(dq) dg

s

~[dp=p—a

3.9. Kulmametriikka

Kulman sisdpuoli madriteltiin kahden kérkipisteestdi O léhtevin
puolisiteen rajoittamana konveksina pistejoukkona.

Kulman mittaamiseksi siirrimme sen ensin paralleellisiirrolla, niin
etta sen kirkipiste O yhtyy kohdassa 3.2 tarkastetun suorakulmaisen
koordinaatiston K, alkupisteeseen x =y = 0.

Osoitamme, etti kaksi tillaista kulmaa on keskendédn yhtd suurta
silloin ja vain silloin kun niita vastaavat yksikkdympyran x24y2=1
kaaret ovat yhtd pitkit. Todistus voidaan perustaa toisaalta yll4 esitet-
tyyn kaaren pituuden madritelmadn, toisaalta postulaattiin IIL. 3. Yk-
sinkertaisemmin se suoritetaan analyyttisesti, lihtien kaavasta (3.8),
sekd ympyriviivan parametriesityksestd x = cos g, y =sin .

Olkoon kulma W :a < ¢ < . Sitd vastaavaa yksikkOympyran
kaarta rajoittavat pisteet (x; =cosa, y, =sina) ja (xy = cos B,
y, =sin B). Kaaren pituus on f—a, ja cos (8—a) =cosa cos
Byt xE+N

2 2

+sinasin B = XXy + Y1¥a =1 — + %1%5 + 1¥a

1
=1 5 [(xy —x2)% + (y1—y2)?], joten

2

3.9 cos (f—a) = 1——2-,

missi k on pisteitd (xy, p1) ja (g, y2) yhdistivin jinteen pituus.

Olkoon nyt W’ toinen keskuskulma: o’ < ¢ < /(' —d <),
jonka janteen pituus on k’. Kaavasta (3.9) seuraa, ettd f—d =p—a
silloin ja vain silloin, kun k" = k, mikd juuri oli todistettava.
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3.10. Kulmien algebra

Y& olevan lauseen avulla voidaan kulmien yhteeniasku midritells
yksinkertaisesti siten, ettd kahden konveksin kulman! summa on yhti
suuri kuin keskuskulma, jota vastaava ympyriankaaren pituus on yh-
teenlaskettavia vastaavien kaarien pituuksien summa.

Téllsin alkuaan vaadittu kulmien konveksius summaan nihden pé-
tee vain, jos yhteenlaskettavien kaarien pituuksien summa jai pienem-
maksi kuin . TAma rajoitus poistetaan parhaiten siten, etti »kulman»
kisite ja (Ky-koordinaatistossa) madritelty kulma @ asetetaan kadntei-
sesti yksikisitteiseen keskiniiseen vastaavuuteen. Jos @ kulkee kaikki
reaaliarvot —oo:std + co:dén, piste (x = cos@, y = sin ¢) kulkee po-
sitiiviseen suuntaan (koordinaatiston K, suhteen) yksikkdympyran
kehén, ja pisteel (x, y) vastaavat tAll8in ki4ntien yksikasitteisesti ar-
voja @, modulo 2z. Niin laajennettuna kulmakisite samalla tulee
Suunnatuksi (orientoiduksi) (koordinaatiston K, suhteen). Kun sovi-
taan siité, ettd kulman toinen kylki on sen »alkukylki» ja toinen kylki
sen »loppukylki», kulma saa »positiivisen» tai »negatiivisen» suunnan
sen mukaan, onko kulmaa vastaavassa vilissi ¢; < ¢ < @,, (¢, alku-
kyljen ja @, loppukyljen vastinarvo), tai painvastoin.

Témin jilkeen on ilmeistd, miten kulman kertominen mielivaltai-
sella reaaliluvulla ja jakaminen reaaliluvulla (3= 0) sekd kulmien
suhde ja mittaus on méfriteltava.

3.11. Kulmien metriikka mielivaltaisessa koordinaatistossa
Edelld tarkastellussa koordinaatistossa koordinaattiakselit jakavat
tason neljdén yhtisuureen kulmaan, mittaluvuiltaan — 3 Téllaisessa

»ortonormoidussa» koordinaatistossa keskuskulma W, joka vastaa
yksikkOympyrin x2 4 y2 = a% = 1 pisteitd (x;, y,), (x,, ¥s) saa mitta-
luvun

W = arc cos (x,x, + y,¥s) (mod 27).

1 Kulmat olctctaan talldin siirretyksi yksikkGympyrdn keskuskulmiksi.
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Jos nyt (xy, 1), (3, yo) merkitsevit kahden kulman kyljilld olevan
mielivaltaisen pisteen koordinaatteja, mittaluvun o lausekkeeksi tulee

X:iXo -+ ¥
@ = arc cos S - ,11y: (mod 2 ).
VX403V + 4%
Siirrymme nyt ortonomoidusta koordinaatistosta mielivaltaiseen
koordinaatistoon, affiinilla mauunnoksella

x=aX+py, y=ypx+ 8 (ad—py#0).

Saadaan silloin

Q(x’ J’)=x2+y2=g(35, »)-

Téssa O on (positiivisesti definiitti) nelidmuoto

00X, y) =ax®+ 2cXy + by?,
missi
a=oa?+y2 b= 24 6% c=af 4yl

Vastaava »polarisoitu» muoto on
0 (X1, Y15 X2, ¥2) = aX: %5 + ¢ (X1¥a + ¥1%s) + bY1Va.
Kulman mittaluku on siis
0 (X1, V15 X, Vo)
VO30 0 o)

@ = arc cos

3.12. Metriset perusmuodot vektorimuodossa

Kohdassa 1.7 olemme, nojaten pelkéstain kongruenssipostulaatteihin
II1. 1 ja III. 2, palauttaneet janojen pituusmittauksen vektorifunktioon
G (u) = 0. Sen jilkeen kun mielivaltainen pituusyksikko on valittu,
vektorin u pituus |u| on

] = G ().

Edelld on osoitettu, ettd jos postulaattien IIL. 1,2 liséiksi asetetaan
kulmien kongruenssikasitteen mielekastd médritelma4 varten tarvitta-
va postulaatti III. 3 sekd vaatimus III. 4, funktio (G (v))? tallin
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on positiivisesti mééritty neliomuoto. Kéantien jokainen tillainen
nelidmuoto johtaa metriikkaan, joka tyydyttdd kongruenssipostu-
laatit IIT. 1—4.

3.13. Kolmioepsiyhtilé

Euklidisessa tapauksessa mittaviiva (»ympyri»)
G (u) = vakio

on konveksi. Tdmi ominaisuus voidaan lausua toisinkin, metrisen
perusmuodon G ominaisuutena, rijppumatta metrisistd postulaateista
111. 3 ja III. 4.

Affiinista geometriasta sekid kongruenssipostulaateista ITI. 1,2 seu-
raa, kuten kohdassa 1.7 on osoitettu, etti mittaviivaksi E voidaan ottaa
yhtalon G(u) = vakio méirimé pistejoukko, missd reaalifunktio
G tayttdd ehdot: 1) G(u) >0, kun vektori u 5~0; 2) Jos 4 on
mielivaltainen reaaliluku, on G (Az) = |1| G ().

Olkoot nyt u ja v mielivaltaisia vektoreja (# 0), [u| = G (), |[v| =
G() ja siis G(i)—i G =1, G(l

— ): 1. Jos vektorit u, v
lul)  ful

7]

. s . i . .0 . = u
siirretddn yhdensuuntaisesti alkupisteeseen 0, niin vektorien # = ﬂ
u

jav = ﬁ loppupisteet ovat O-keskiselld mittaviivalla E. Timéan vii-
v

van konveksius sisdltda sen, ettd piste P € E, joka on konveksissa kul-

massa A0B, (0, 4) = u, (O, B) =7, sijaitsee niin, ettd side OP leik-

kaa jinteen 4B pisteessi P, joka on O:n ja P:n vélissd (OPP). Koska
OP:n pituus on 1, on vektorin w — (O, P) pituus |w| = G (w) < 1

_ _ A :
Kirjoitetaan nyt w = Au 4 uv =ﬁu + ﬁv O<d <1, +p.
u v
A 1—
= 1) ja valitaan P niin, ettd — i . Silloin
L L
o ul B v
| + v |ee] + [v]
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ja siis
(u—i—v vl

\al + Wl Jul 4 v]

1>wl=¢G

Tasta seuraa kolmioepdyhtdlo
(3.13) Gu+v»<Gw+G@H),

missi vektorit ¢, v ovat viivallisesti riippumattomia.
Jos sitd vastoin » ja v ovat viivallisesti riippuvia ja samansuuntai-
sia, on

(3.13y Gu+v)=Gw+G@O),

kuten G:n homogeenisuudesta valittoméisti seuraa.

Konveksi mittaviiva E ja siitd johtuva kolmioepdyhtdlo muodosta-
vat geometrisen jirjestelmén perustan, jonka Minkowski [1] vuonna
1910 esitti.t

3.14. Skalaaritulo

Jos postulaatit III. 1.2 tiydennetdédn lisdvaatimuksilla I1I. 3 ja III. 4
johdutaan euklidiseen geometriaan. Metrillinen perusfunktio [G (u)]?
supistuu talldin positiivisesti maaratyksi nelidmuodoksi Q (u). Sitd
vastaava polarisoitu bilineaarimuoto

Qu,M=3Q0w+»—0w—2M]

on um ja v:n subteen symmetrinen: Q (u, v) = Q (v, ). Kéin-
tden: jos téillainen bilineaarimuoto on annettu, niin Q(u) = Q (u.u)
on nelidmuoto. Tarkasteltavana olevassa tapauksessa on sillgin
ul =G @) = +vQ W.

Euklidinen metriikka on siis tdysin maarétty, kun vektorien u, v
»skalaaritulo» Q (u, v) on annettu, seuraavin ominaisuuksin:

Il.a. Q (u,v) on reaaliarvoinen, symmetrinen ja viivallinen vekto-
rien u, v funktio.

1 T4td »Minkowskin geometriaa» ei ole sekoitettava Lorentzin ja Minkowski-Einstei-
nin (indefiniittiseen) geometriaan, josta §:ssd 4 tulee puhe.
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IIL. b. Vastaava nelidmuoto (G (u) )2 = Q (u,u) on positiivisesti
miaritty.
Vektorin u pituus on silloin
ul = +4/Q @ u) =G @),
ja vektorien valisen kulman [u, v] mittaluku maardytyy kaavasta
Q (u, v)
VO @ u) A/ Q (v, )
Postulaateista 1LL. a, [11. b seuraa kolmioepdyhtdls \u + v| < |u| +
lv| ja tistd edelleen Schwarzin epdyhtdlo
Q@ M*< Qmu): Q)
mistd ilmenee, etti ylli olevan kaavan mukainen kulman mitta,
luku [u, v] on reaaliluku.
Kahden vektorin u, v kohtisuoruuden eli ortogonaalisuuden ehtona

on Q (u,v)=0.
Vektoripari e,, e,, joka tyydyttda ehdot

cos [u, v] =

I,kuni =},
0 (e, ej) = 61] = {O, kuni 7,

virittia ortonormoidun (suorakulmaisen eli karteesilaisen) koordinaa-
tiston.

Téaten olemme ldhtien kymmenesta aksiomista I. 1—5, IE. 1—S5 ra-
kentaneet monomorfin affiinin tasogeometrian. Lisddmalla nelja kon-
gruenssipostulaattia III. 1—4 on tdmi jarjestelma metrisoitu euklidi-
seksi geometriaksi ja siti vastaavaksi (kaksiulotteiseksi) viivallisen
algebran euklidiseksi jirjestelmiksi.

§ 4. Lorentz-Minkowskin geometria

4.1. Hyperbolinen tapaus

Postulaatit IIT. 1, 2 jattivat mittaviivan E ja sitd vastaavan metrisen
perusfunktion G (u) kiinnittimisen pitkélle mielivaltaiseksi (vrt. 1.7).
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Kulmien metriikan asettamiseksi oli vélttimitontd tiydentdd kon-
gruenssipostulaatteja kolmannella vaatimuksella ITL.3. Naiilla edelly-
tyksilla tutkimme mittaviivaa E, joka kulkee kolmen annetun pisteen
A, B, C kautta. Osoittautui, ettd C:n sijaitessa kulmassa 40B (O on
E'n keskipiste) siten, ettd C-piste on kolmion 40OB ulkopuolella
(»konveksi» eli »kupera» tapaus), tillainen mittaviiva E, joka lisiksi
on rajoitettu (postulaatti I11. 4), yhtyy tdysin méirittyyn ellipsiin,
jonka keskipisteend on O ja joka kulkee A-, B- ja C-pisteiden kautta.

Piattelyyn jai kohdassa 3.5 kuitenkin aukko: lauseen ITI. 1 todis-
tus postulaattien III. 1-4 avulla. Seuraavassa niytimme, etti jos
mittaviiva E, jonka keskipisteend on O, kulkee pisteiden 4 ja B kautta,
kulman AOB ollessa kovera, niin kulman sisilld olevat E:n pisteen
C sijaitsevat kolmion AOB ulkopuolella; kuvio ACB on siis tdssi
ankarassa mielessd kupera O:n suhteen.

Todistus tapahtuu epédsuorasti. Oletamme siti varten ensiksi, etti
kuvio ACB on kovera O:n suhteen: piste C on kolmion 4OB sisd-
puolella. Téstd ynnéd neljastd postulaatista III. 1—4 johdetaan risti-
riita, joten antiteesi on hylattavi. Jaljelle ji4 vain mahdollisuus, etti
piste C sijaitsee joko kolmion AOB ulkopuolella tai sivulla AB. Seu-
raavan pykéldn alussa todistetaan, ettd jilkimmiinenkin vaihtoehto
ristiriitaisena on suljettava pois, ja siten lauseen IIL 1. todistus on
viety loppuun.

Tama todistus ei ole aivan lyhyt. Sen merkitysté lisd4 kuitenkin se,
ettd siind suoritettavat tarkastelut johtavat, paitsi todistettavaan lau-
seeseen IIL 1, tuloksiin jotka sindnsi alkeisgeometrian tutkimuksen
kannalta ovat kiintoisia. Siirrymme nyt todistukseen.

Vasta-oletuksen vallitessa (»ACB on kovera O:n suhteen») asete-
taan ko. kolmen pisteen kautta kulkeva hyperbeli H,

(4.1) Q=x—2cxy+y2=1 (e >1)

(vrt. 2.6 ja 2.7), ja johdutaan kiyttimilla postulaattia III. 3 perit-
tdisesti pisteisiin Cy (=C), Cy, .., Cp, ..., jotka kaikki ovat seka
hyperbelilld (4.1) etti mittaviivalla E. Kuten § 3:ssd, joka oli omis-
tettu tapaukselle |c| < 1, tutkimme nyt pisteiden C, (v =0, 1, ...)
jakautumista hyperbelilld (4.1).
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4.2. Pistejono C,

Merkitasn C,:n koordinaatteja K-koordinaatistossa kirjaimilla x,,
—1 +x3+ 9
2X0¥0

¥,, jolloin Co=Cy (x4, ¥o) ja vakio ¢ = (le] = D).

Kuvio 21.

Pisteiden 4 (1,0), B (0,1)ja C (x,, y,) kautta kulkevalla hyperbelilla
(4.1), jota merkitsemme H,:1l4, on asymptootit
y=(+4c2—1)x.

Pistect C, (x,, y,) midrdytyviit rekursiivisesti transformaatioilla
(vrt. 3.1)

@ X, =20X_1 — Y1, Yy =%_, (v=1,2,...).

4.3. Koordinaatisto K,

Kuten elliptisessa tapauksessa (jc| << 1) on tapauksessa [c]| >>1

sopivaa siirtya ylli olevasta koordinaatistosta K uuteen affiiniin koor-

dinaatistoon K,, missi nyt otetaan entisten koordinaattien funktiot
x—cyjay/ct—1y
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uusiksi koordinaateiksi. Jos niin saadun K,-koordinaatiston koordi-
naatteja yksinkertaisuuden vuoksi jilleen merkitian x:11i ja y:14,
hyperbeli H, nyt saa yhtilon

4.4) x2—y2=1.
Tallsin transformaatio (7°) on
Xy =c¢x - \/m A
{y1=\/m-x+cy-

Piste A saa koordinaatit (1,0) ja piste Bkoordinaatit (—c, 4/c% — 1)
Kirjoitamme nyt

T (c<—1

¢ = — coshg,
sekd hyperbelin H, yhtélon parametrimuotoon
x = coshgp, y = — sinhg,
hyperbelifunktioiden
coshp = 3 (e? + ¢ %), sinhp = % (e —e™¥)

avulla. Transformaatio (T'g) on silloin

(To)

x; = — cosh «a coshgp — sinh ¢ sinhg,
»1 = sinh a coshg + cosh a sinhg.

Pisteiden C, (n =0, 1, 2, . . . ; C4 = C) koordinaatit ovat
x, = (—1)"cosh (¢ + na), y, = (—1)"sinh (p + #a).

Ne sijaitsevat vuorotellen hyperbelin H, oikealla haaralla (n parilli-
nen) ja vaseramalla haaralla (# pariton), niin etti
Xop —> -+ 00, Xy, = —o00, kun n —oco.

Mutta tdmi sisdltii ristiriidan: antiteesista, kuvion ACB koveruu-
desta karkipisteen O suhteen, seuraa postulaattien IIL 1, 2, 3 nojalla,
ettd mittaviiva E, joka kulkee pisteiden 4, B, C kautta, sisiltii pis-
teitd, jotka kasaantuvat darettdmén kauas, vastoin postulaatin IIL. 4
vaatimusta.

6 — Nevanlinna, Geometrian perusteet 81



Piitimme siis, ettd mittaviivan mielivaltainen pistekolmikko ei voi
olla kovera O-pisteen suhteen. Lauseen IIL. 5 taydelliseksi todistami-
seksi on vield ndytettivi, etteivit kolme E :n pistettd voi sijaita samalla
suoralla. Tama4 todistus siirretddn §:n 5 alkuun.

4.4. Kongruenssikiisitteen laajennus. Kongruenssiluokat

Mittaviivan E ominaisuudet ITI. 1—4 johtavat euklidiseen geomet-
riaan, jolloin E on ellipsi. Edella suoritettu »koveraa» tapausta kos-
keva tarkastelu (4.3) antaa affiinin geometrian metrisoimisproblee-
maan lisdvalaistusta toiseenkin suuntaan. Koska postulaatit ITI. 1—4
implikoivat mittaviivan kuperuuden, on meidédn padstdksemme ké-
siksi koveriinkin mittaviivoihin muunncttava kongruenssipostulaatteja
III. Tamé& tapahtuu luonnollisella tavalla siten, ettd erisuuntaisten ja-
nojen kongruenssin suhde mééritellddn vain tietyille janoille, joiden
suunnat rajoitetaan, jakamalla ne »kongruenssiluokkiin». Vastaavasti
kongruenssipostulaatit IIT rajoitetaan, niin ettd niissi esiintyvat kon-
gruenssit koskevat vain samaan luokkaan kuuluvia janoja.

Mittaviivan tutkiminen tillaisilla edellytyksilla on mutkikas tehtava.
Tyydymme tarkastamaan kysymystd erdin yksinkertaisin lisdoletuk-
sin. SdilytAmme, mitd kongruenssiopissa alustavasti on esitetty yhden-
suuntaisten janojen yhteneviisyydestd (nimenomaan sen, ettd paral-
leelisiirroilla toisistaan saadut vektorit madritellddn keskenddn kon-
gruenteiksi). Kongruenssioppi palautuu sitloin, kuten edelldkin, mitta-
viivan tutkimiseen, jonka keskipisteeni on mielivaltaisesti kiinnitetty
piste O.

Sen lisiksi oletamme, ettd taso on jaettu dérelliseen madrddnn = 1
ristikulmapareja R, jotka ovat keskendédn pistevieraita ja joita rajoitta-
vat yhteisen kiirjen O kautta kulkevat suorat. Kongruenssiluokkina
ovat saman ristikulmaparin sisdlld kulkevien suorien suuntaiset janat.
Kylkien suuntaiset janat jitetddn (ainakin aluksi) kongruenssiopin
vlkopuolelle.

1 Ziirichin yliopistossa pitdmiini luentoihin liittyen on W. Senft [1] viitSskirjassaan
tutkinut kongruenssiluokkien oppia.
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Kokoamme vield aksiomit III sellaiseen muotoon, jota seuraavassa
kiytdmme.

Postulaatti III, 1. Sen vaatima kongruenssin ekvivalenssiominai-
suudet rajoitetaan koskemaan samaan ristikulmapariin R kuuluvia
(ja niiden kanssa samansuuntaisia) janoja.

Postulaatti ITI. 2. rajoitetaan samoin koskemaan samaan ekviva-
lenssiluokkaan R kuuluvia janoja.

Postulaatti ItL. 3 sdilytetddn, mutta siind mainitut kongruenssit on
edellisten postulaattien mukaan vastaavasti rajoitettava, siten ettd ko.
kongruenssit koskevat vain samaan kongruenssiluokkaan R kuuluvia
janoja.

Postulaatti ITI. 4. Muunnetaan siten, ettd siina esitetty vaatimus kos-
kee kunkin kulman R osakulmia R’, jotka rajasdteineen sisdltyvit R
:44n. Jokainen E-viivan osapisteists E’ C R’ on rajoitettu.

Tata vaatimusta ei siis nyt aseteta koko kaareen E C R nihden;
R-luokkien rajasiteiden ymparistot jadvat tdssd suhteessa poikkeus-
asemaan.

4.5, Tapausn = 2

Kongruenssiopin konstruktio kongruenssiluokkien lukuméérén » ol-
lessa > 2 ei ole aivan yksinkertainen tehtdva, eikd se myoskddn johda
niin kiinnostaviin tuloksiin kuin tapauksissa # = 2 ja n = 1. Téssd
jaksossa (§ 4) tutkimme tapausta n = 2, jolloin ristikulmaparit R ja R
(ynni niiden kyljet) yhdessa peittavit koko tason.

Varsinaisesti uutta k.o.tapaus (# = 2) tuo vain mittaviivan E koos-
tuessa koverista kaarista.

4.6. Koverat mittaviivat

Edelld mainituilla edellytyksilld voidaan tutkia mittaviivan kaarien
koveruutta kayttimalld postulaattia TIT. 3 sekd sithen pohjautuvaa
iteraatiomenettelyd. Jos kongruenssiluokan R kolmeen janaan OA,
OB, OC sovelletaan postulaattia ITI. 3, kuten kohdissa §2 (2.4) ja § 4
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(4.2),! ilmenee, ettd iteroimalla saadut mittaviivan pisteet C, sijaitse-
vat hyperbelilld H, jonka keskipisteend on O ja joka kulkee annettu-
jen pisteiden 4, B, C kautta. Menettelyi voi jatkaa, niin kauan kuin
konstruoidut pisteet C,, C,, . . . sijaitsevatristikulmissa R.

Postulaatin III. 4 nojalla piitimme nyt: hyperbelin H asymptootit
eivit kulje ristikulmaparissa R. Silld jos niin olisi, silloin pistest C,
(v =0,1,...), jotka ovat mittaviivalla, »:n rajatta kasvaessa kasau-
tuisivat ddrettdméin kauas, mikd sotil postulaattia TI1. 4 vastaun (vrt.
4.2).

Edelld olemme (postulaattien III. ohella) lihteneet olettamuksesta,
ettd jommassakummassa ristikulmaparin R (R, R,) kulmista? on kol-
me pistettd 4, B, C, jotka O :n suhteen muodostavat koveran kuvion.
Itsc asiassa tdmé chto télldin pitdd paikkansa R;:n ja Ry mielival-
taisiin pistekolmikkoihin nahdsn. Todistus voidaan suorittaa samaan
tapaan kuin vastaava kohta kupsruuden tapauksessa, emmzka sithen
tissi ldhemmin puutu.

Ristikulmissa R kulkevat mittaviivan kaaret ovat siis koveria ja sen
vuoksi jatkuvia.

Tastd seuraa edelleen, ettd E-kaaret ristikulmaparissa R sijaitsevat
samalla hyperbelilld H, jonka kolme E-kaaren pistetti seki keskipiste
O maéidrddvit.® Postulaatin III. 4 mukaan hypcrbelin H asymptootit
eivit kulje kulmaparin R sisilli. Seuraavassa osoitetaan, etti ne phty-
vit R-kulman kylkiin.

4.7. R:nkomplementti R

Viimeksi esitetyn viitteen todistamiseksi on katsottava, miti (muun-
netuista) postulaateista III. 1—4 seuraa mittaviivan kaarien E suh-
teen, jotka kulkevat R:n komplementtialueella R. Ensiksi padtaimme,
samoin kuin E:hen nihden, ettd myds E:n pisteet sijaitsevat tietylld
O-keskiselld hyperbelilld H, jonka asymptootit eivéit kulje kulmaparin
R sisélld. Todistamme nyt:

1 On huomattava, ettd ko. menettely till5in rajoittuu janoihin, jotka kuuluvat samaan
kongruenssiluokkaan (R). Muunnettua postulaattia IIL. 3 on siis [upa kéyttad.

2 E:n symmetrian vuoksi silloin molemmissa kulmissa Ry ja R,.
3 Tiimi seuraa helposti postulaatista III. 4,
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Lause 4. 7. H on hyperbelin H liitto- eli konjugaattihyperbeli.
Todistus voitaisiin perustaa kohdan 4.3 tarkasteluun, mutta suori-

Y = e e ]

1CTKiKSi nain:

PL e mSiSscy =Sliemw | mmw—apevge =y Sy
Lotddall d1it lippuluatid CSI

Kuvio 22,

Hyperbelin H kaaren E pisteet Py, Py, P, valitaan niin, ettd OP; on
suunnikkaan OP,0,P, lavistijan 00, osana. Kolmioiden OP;0, ja
OP,0, sivut OP;, OP,, P,0,, P,0, kuuluvat luokkaan R ja ne ovat
kaikki keskendin kongruentteja. Janat P, P, ja PP, taas kuuluvat
Iuokkaan R, ja soveltamalla postulaattia IIL. 3 padtelldan, ettd nekin
ovat keskendin kongruentteja. Siirretdin ne nyt yhdensuuntaisesti
asemiin 0Qy, 0Q,. Tilldin ne edelleen kuuluvat luokkaan R, ollen
siind kongruentteja. Pisteet O, ja Q, sijaitsevat siis samalla hyper-
belilla H,, joka on H-hyperbelin kanssa perspektiivisessa asemassa
keskipisteen O suhteen.

Toisaalta pisteiden Q, ja Q, konstruktiosta seuraa, ettd ne sijaitse-
vat hyperbelin H konjugaattihyperbelin H* kanssa perspektiivisessé
asemassa olevalla hyperbelilla H*%.

1 Tami todistetaan yksinkertaisesti laskennollisesti. Sit4 varten on mukava valita H:n
asymptootit koordinaattiakseleiksi. Tillaisessa koordinaatistossa H saa yht&lon x% — »2
= vakio. Seuraamalla konstruktiota todetaan, ettd pisteiden Qg ja Q; koordinaatit sa-
moin tekevit lausekkeen x2 — y2 samanarvoisiksi, misté viitos ilmenee.
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Jatketaan nyt konstruktiota, vaihtamalla pistekolmikko P, PP, pis-
tekolmikoksi PyP,P;, jolloin nyt janat OP, ja OP; vuorostaan ovat
suunnikkaan sivuja ja OP, timén livistdjin osana. (Jos pisteet Py,
P, on valittu tarpeeksi 13helti toisiaan kaarella E, niin my8s piste Py
sijaitsee tilla kaarella). Siirretddn nyt jana P,P,; yhdensuuntaisesti
asemaan 0Q,. Niin on saatu kolme pistetti Q,, Q,, @,, jotka kaikki
sijaitsevat hyperbelilld H, mutta myds hyperbelilld H. Mutta kolme
pistettd maarad yksikisitteisesti O-keskisen hyperbelin, joten hyper-
belit H, ja H yhtyvér. Tasti seuraa, ettd niilld ja siis myds hyperbe-
leilla H ja H on samat asymptootit.

Toisaalta H:n asymptootit, jotka ovat samat kuin liittohyperbelin
H*:n, eivit kulje ristikulmaparin R sisilli, eiviitki H:m asymptootit
R-kulmien sislla. Mutta niin voi olla vain silloin kun k.o. asymptoo-
tit yatyvit R:n kylkiin. Postulaateista III. 4 seuraa edelleen, ettd kaa-
ret E kdisittavit koko hyperbelin H ja kaaret E samoin koko hyperbelin
H (jolla on samat asymptootit kuin hyperbelilla H). Valitsemalla pi-
tuusyksikkd luokassa R sopivasti saadaan aikaan, etti mittaviiva E
yhtyy mittaviivan E = H konjugaattihyperbeliin H*. Lauseen todis-
tus on siten suoritettu loppuun.

4.8. Lorentz-Minkowskin geometria

Edelld esitetylld tavalla metrisoitua affiinia geometriaa nimitdmme
Lorentz-Minkowskin geometriaksi, koska se, fysikaalisesti tulkittuna,
on yhtépitdvi Einsteinin erikoisen suhteellisuusteorian kinematiikan
ja sen perustana olevien Lorentzin [1] transformaatiokaavojen tul-
kinnan kanssa, minkd Minkowski [2] v. 1905 esitti.! Tah#n tulkintaan
palaamme timén luvun kohdassa 4.13.

Ko. geometriaan olemme tulleet olettamalla, ettd kongruenssiluok-
kia on kaksi (ristikulmaparit R ja R). Postulaateista III. 1—4 seurasi,
ettd mittaviivat (E ja E) ovat hyperbeleiti (H ja H), joiden yhteiset
asymptootit rajoittavat kulmia R ja R. Tallsin nimA rajasuorat jaavit
metrisoimatta.

1 T4td teoriaa ei ole sekoitettava geometriaan, minkd Minkowski aikaisemmin oli
esittdnyt, kuten ndiden luentojen kohdassa 3.13 on mainittu.
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Jos kiinnitetiin mielivaltainen affiini koordinaatisto K (x, y), jonka
alkupiste sijoitetaan kulmien R ja R karkipisteeseen O, r-siteiset mitta-
viivat saadaan yhtalostd

Q (x,y) = ax? + 2 cxy + by? = £ r? = vakio,
jolloin Q on indefiniitti neliémuoto, ja siis determinantti ab — c¢® < 0.
Asymptoottien yhtalst ovat: Q (x, y) = 0.

Jos janan padtepisteind ovat Py (xy, y4) ja Py (x5, ¥»), niin janan pi-
tuudeksi saadaan

PP, = +4/1Q (1 — %o 71—l
Tami metriikka on riippumaton affiinin koordinaatiston K valin-
nasta, samoin kuin euklidisessa geometriassa oli laita. Siirryttdessd

jirjestelmasta K (x, y) toiseen K (¥, ) jid metrinen perusmuoto arvol-
taan invariantiksi:

Q (x: y) = Q (-’_C’ J_’)

Muoto Q havidi mittahyperbelien asymptooteilla. Jos ndmékin ha-
lutaan metrisoida, on niiden suuntaisille janoille luonnollista sdilyttaa
edelld saatu arvo. Ne saavat siis mittaluvuikseen arvon 0.

Helposti todetaan, etti kiintden ndin maaritelty Lorentz-Minkows-
kimetriikka tyydyttii kaikki vaatimukset III. 1—4.

4.9. Mittaviivan kaarenpituus ja kulmien mittaus

Edellisesti ilmenee, ettd Lorentz-Minkowskin geometrian metriikka
noudattaa samankaltaisia sdantsji kuin euklidinen geometria; ne
poikkeavat toisistaan vain siini, etti metrinen perusmuoto @ jélkim-
miisessd tapauksessa on definiitti, edellisessd indefiniitti, jolloin sen
merkki 4 miiria kaksi kongruenssiluokkaa.

Niiden geometristen jirjestelmien keskindinen analogia sailyy myds
kulmien kongruenssiopissa.

Kuten euklidisessa tapauksessa Lorentz-Minkowskin geometriassa
kulmien kongruenssioppi liittyy mittaviivan (E) tai (E) kaarenpituuden

1 Tosin ne (erikseen) voidaan metrisoida toisinkin, koska saman suoran osajanat voi-
daan mitata mielivaltaista samansuuntaista yksikkod kayttdmalld.
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madrddmiseen. Tima médritelldsin jilleen kaaren sisién piirretyn
murtoviivan pituuden raja-arvona. Tehtivi yksinkertaistuu, jos aluksi
slirrytdan koordinaatistoon K,, missi Q saa muodon 0 = x2—y2
Oikeanpuolinen hyperbelin E (Q = 1) haara esitetiin parametrimuo-
dossa

((x = coshp =1 (e? + e~ 9),

i y =sinhp =3 (¢ —e™9),
missi —oo < ¢ < -+ oco.

Samalla tavalla kuin elliptisessd tapauksessa todistetaan, ettd kaksi
mittaviivan £ kaarta silloin ja vain silloin ovat yhtd pitkiit, kun kaarta
vastaavat jinteet (jotka kaikki kuuluvat luokkaan R) ovat yhta pitkit.

Kaaren @ = 1, ¢, < ¢ < o, pituus s on

P2 'PS.
s =fV(dx)2—(dy)* =jdq» e —
1 ™

(x, y)-koordinaateissa lausuttuna on
¢ =log (x +y) = log (x +/x*—1),

missé elidjuuren etumerkki on sama kuin y-koordinaatin.

Kuten euklidisessa tapauksessa méidritelliin mittakdyran £ kaaren
#1 < ¢ < @, vastaavan keskuskulman mittaluyuksi tuon kaaren pi-
tuus. Kulmayksikkond on siis keskuskulma, jota vastaava kaari on
ykkosen pituinen, esim. kaari, jota rajoittavat pisteet (x = 1, y = 0) ja

_1( 1) 1 1
x—E e—l—; ,y—i e—; )

Edelld olemme tarkastaneet yksikkéviivaa E. Jos se korvataan r-
siteiselld samankeskiselld mittaviivalla

Q(xsy) =r2:

saadaan kaarta [(xy, 1), (xa, y2)] vastaavan keskuskulman mittaly-
vuksi w, joltoin
X1Xe —YV1)a
coshw = ——— 2%,

0 (x, y)
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Kulman P,;0P, mittaluvun laskemiseksi, missd P; = (xy, ¥1), Py =
(x,, y») ovat mielivaltaisia alueen x > 0, |y| <C x pisteitd, on ylli olevan

kaavan asemesta kéyfpff&ivii langeketta

LLLlA VG s LSUATLL

X1Xg — V1)a _ O (X1, Y15 X2, ¥2)
VE—1Vx—1 V00 y) VO (X 1)

missi Q (x4, ¥1; X2, V) On nelidmuodon Q polarisoitu bilineaarimuoto.
Kaavassa olevat osoittajan ja nimittdjan tekijit ovat kaikki arvol-

taan invariantteja affiineihin koordinaattimuunnoksiin ndhden. Kaava

miarii siis kulman o, kun mielivaltaisessa koordinaatistossa on

0 (x,y) = ax®+2cxy +by?, (ab—c2<0),
Q (X1, Y15 X2 ¥2) = AX1 Xy + € (X192 + X2¥0) + by1Ya

coshw =

kulman sijaitessa siini akselikulmassa, missd nelidmuoto Q ja sen po-
larisoitu muoto ovat positiivisia (luokka R).

4.10. Metrinen perusfunktio vektorimuodossa

Elliptisessd tapauksessa olimme (kohta 3.12) perustaneet metriikan
vektorifunktioon G (u), joka on > 0, kun vektoriu = 0, ja joka arvolla
u = 0 haviai. Lisiksi se on homogeeni, astetta 1. Vektorin pituus on
[u] = G(x). Ndimi ominaisuudet johdettiin pelkdstdin postulaateista
III. 1, 2. Postulaateista IIL. 3, 4 seurasi edelleen, ettd (G())? = O (u)
on positiivinen definiitti nelidmuoto. Se johdetaan vastaavasta sym-
metrisestd bilineaarimuodosta Q (u, v) asettamalla u = v, (GW))% =
O (u, u).

Lorentz-Minkowskin geometriassa taas perusfunktio |G(u)| >0,
lukuunottamatta niitd vektoreita, jotka ovat kahden mielivaltaisesti
annetun, toisensa leikkaavan suoran (asymptoottien) L, ja L, suun-
taisia. Nailld erikoisilla vektoreilla « funktio G (1) = 0.

Postulaatit 11. 3, 4 midrdavat G (u):n siten, ettd

u|? = (GW)* = |Q u, u)l,
missa Q (u, %) on indefiniitti nelibmuoto, joka havidi, kun » on suoran
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L, (tai L,) suuntainen. Vastaavaa symmetristi bilineaarimuotoa merki-
tdin edelleen Q(w, v):Ala (|Q (v, u)| = (G W))?).

4.11. Kolmioepiyhtilo

Olkoot u ja v vektoreja, joilla on sama alkupiste O ja jolka kulkevat
kulmassa, jossa Q (u) = Q (u, u) > 0. Silloin pitee epiayhtild

e+ vl = [ul + |v|

Yhtélosuuruus vallitsee vain silloin, kun u« ja v ovat viivallisesti riip-
puvia. Todistus on sama kuin kolmioepiyhtildn (3.13), silli erolla,
ettd mittaviiva E nyt on kovera (eikd kupera).

4,12, Skalaaritulo

Skalaaritulo mééaritelladn kuten elliptisessd tapauksessa. Suorakul-
maisia koordinaatistoja luonnehtii akselivektorien skalaaritulon ha-
vidminen. Erikoisia suorakulmaisia koordinaatistoja ovat clliptiscssé
ja hyperbolisessa tapauksessa kohdissa 3.2 ju 4.3 turkasletul koordi-
naatistot K, joissa mittaviivana on x%2 + y2 =1 ja x2 —y% = 41.
Muut suorakulmaiset koordinaatistot, joissa E:n yhtils siilyy inva-
rianttina, saadaan K, :sta kiertdmdlld akselistoa. Jos kiertokulma on
o, saadaan pistcen koordinaatit X, y uudessa koordinaatistossa K,
vanhoista (x, ¥) muunnoksella

4.5 [X=xcosw+ ysinw,
]j=—xsinw 4+ ycosw

euklidisessa geometriassa ja Lorentz-muunnoksella

(4.6) X = x coshw — y sinhw,
y = — x sinhw + y coshw

Lorentz-Minkowskin geometriassa.
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4.13. Lorentz-Minkowskin geometrian fysikaalinen tulkinta

Tulkitaan nyt affiinin geometrian »piste» ja »suora» seuraavalla ta-
valla:

Piste P on fysikaalinen tapaus, joka tapahtuu »tissi ja nyt».

Edelleen on annettu erditd tapausjoukkoja L, joita nimitdmme suo-
riksi; ne edustavat »tasaisia liikkeitd».

Insidenssi P — L merkitsee tissi tulkinnassa, ettd P € L (P kuuluu
joukkoon L).

Jérjestyksen suhde on annettu, kuten pykéldssd 2: kolmesta tapauk-
sesta on yksi ja vain yksi molempien muiden »vélissd».

Taten on perusoliot ja perussuhteet tulkittu. Jos lisdksi oletetaan,
etti ne toteuttavat aksiomit I. 1—S5, II. 1—5 on saatu »affiini kinema-
tiikkay. Affiinissa koordinaatistossa K(x, ), missd x on »tapauksen»
(pisteen (x, y)) »paikallinen» koordinaatti ja y sen »aikan-koordinaatti,
tasaista liikettd edustavan suoran L yhtild on ensimmdiistd astetta
(viivallinen).

Tami »kinemaattinen systeemi» on tiydellinen ja isomorfi affiinin
tasogeometrian kanssa.

Sita vastoin siind ei vield esiinny metrisid kasitteitd. Jos »tapaus-
janojen» ja tapausvektorien pituus- ja kulmametriikka maédritelldin
postulaattien III. 1—4 mukaan, siten ettd mittaviiva on kovera, tullaan
olettamalla kaksi kongruenssiluokkaa R ja R Lorentz-Minkowskin
geometriaan eli, fysikaalisesti tulkittuna, erikoisen suhteellisuusteo-
rian kinematiikkaan.

Ristikulmaparissa R, joka sisiltad ajan akselit (y-akselit), kulkeva
vektori on »ajan-tapainen» tapausvektori. Sen mairiimi suora tul-
kitaan jonkin fysikaalisen signaalin etenemisend tasaisella nopeudella.
Sen kulmakertoimen kadnteisarvo on signaalin etenemisnopeus v,
kyseessd olevassa Lorentz-koordinaatistossa K. Sopivassa Lorentz-
koordinaatistossa tillainen »ajan-tapainen» vektori yhtyy ajan akse-
liin. Sellaisessa koordinaatistossa tuo vektori esittid samanpaikkaisia
tapauksia.

Signaalinopeuden |v| maksimiarvo on = 1, joka saavutetaan asymp-
toottien suuntaisilla »valosignaaleilla».
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Ristikulmaparissa R kulkevat tapausvektorit (ja sen suuntaiset vek-
torit) esittdvit tapauksia, jotka ovat »kausaalisesti neutraaleja». Sopi-
vassa Lorentz-koordinaatistossa ne yhtyvét paikan akseliin (x-akse-
liin). Téllaisen suoran tapaukset P ovat fdmdin koordinaatiston suh-
teen samanaikaisia.

Tamén pitemmaille emme syvenny erikoisen suhteellisuusteorian
kinematiikkaan. Geometrin-fysikaalisten ilmididen seikkaperiisem-
péd periaatteellista selvittely4 sisaltaa teokseni [1].

§ 5. Galilei-geometria
5.1. Semidefiniitti tapaus

Palaamme aluksi vield §:n 3 lauseeseen ITL.1. Siina esitetty viite, jonka
mukaan mittaviiva E tiyttdd kuperuuden chdon, oli todistettava
kayttdmilld postulaatteja III. 1—4 (yksinomaan niiden alkuperdi-
sessd muodossa). Tallsin kongruenssiluokkia R on vain yksi: R:din
kuuluvatjanat ovatsuuntansa puolesta mielivaltaisia. Edellisessa §:ssd 4
jo todistettiin, ettd Em kolme pistettd 4, B, C tillsin eivit voi olla
koverassa asemassa keskipisteen O suhteen.

Seuraavassa tutkimme kisittelemittd jiznytti tapausta, jolloin
mittaviiva E sisiltdd kolme pistetts 4, B, C jotka ovat samalla suoralla.
Lauseen III. 1 todistuksen tdydentimiseksi osoitamme, ettd timi on
ristiriidassa postulaattien III. 1—4 kanssa (mikéli kongruenssiluok-
kia on vain yksi).

Jos E:n pisteet 4, B, C ovat suoralla viivalla, niin niiden maaraima
kartioleikkaus surkastuu kahdeksi O:n suhteen symmetriseksi yhden-
suuntaiseksi suoraksi. Jos koordinaatisto K valitaan, kuten edelld
suorien yhtild on

(5.1 Qxy)=x*—2cxy+y2=1,
missd nyt ¢ = —1. Muoto Q = (x + »)? on positiivinen ja semidefi-
niitti,

Kuten tapauksissa |c| > 1 on mukava siirty4 koordinaatistoon K,
ottamalla nyt lausekkeet x — y ja x 4- y uusiksi koordinaateiksi. Jos
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niiti edelleenkin merkitain kirjaimilla xja y, nelidmuoto Q saa muodon

f) o] 1]2
x T J
Transformaatio T (vrt 3.2) on K-koordinaatistossa (¢ = —1)
Xy =—2Xo— Y0 ) 1= Xo
ja Kqy-koordinaatistossa:
) Xy =—Xg—2Y¢ )1 =—DYo

Tteroimalla (T') lihtien pisteestid Cy (x,, yo), joka on suoralla x + y
= 1, saadaan pistejono (x,, y,) (@ =0, 1, 2,...). Parillisia arvoja n
vastaavat pisteet (x, + 2n, 1), parittomia arvoja pisteet (—x, — 27,
—1), jotka kaikki ovat mittaviivalla

(E) y=-+1

Nimi pisteet poistuvat ddrettdméin kauas kun n —oo, vastoin
postulaatin III. 4 vaatimusta. Mittaviiva E siis ei voi sisdltad kolmea
saman suoran pistettd. Lause IIL 1 on siten tiydellisesti todistettu.

5.2. Galilei-geometria

Jos luovutaan vaatimasta, ettd postulaatit IT1 vallitsevat tarkasteltujen
janojen suunnista riippumatta (jolloin kongruenssiluokkia R on vain
yksi), mittaviivan E kuperuus ei ends vilttimattomasti ole voimassa.
Jos alkuperiiset postulaatit IIT rajoitetaan koskemaan vain samaan
kongruenssiluokkaan kuuluvia janoja ja kongruenssiluokkia on kaksi,
R ja R, johduimme kohdassa 4.8 Lorentz-Minkowskin geomet-
riaan, missi mittaviiva E koostuu kahdesta konjugaattihyperbelistd
Hja H.

Edelld (kohdassa 5.1) suoritettu tarkastelu, jota kdytimme lauseen
IIL. 1 todistamiseksi, johtaa huomionarvoiseen uuteen tulokseen ellip-
tisen ja hyperbolisen tapausten valilld olevassa rajatapauksessa, jol-
loin kongruenssiluokka R késittdd annetun suoran L rajoittamien
puolitasojen sisdpuolet.! .

1 Rajasuora L jai t4lldin erikoisasemaan, se voidaan metrisoida ottamalla sen yk-

sikkdjana mielivaltaiseksi, jolloin paralleelisiirfoon perustuva vektorialgebra médrdd
L:n suuntaisten janojen mittaluvut.
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Jos mittaviiva E talloin sisdltid kolme pistetti 4, B, C, jotka ovat
L :n suuntaisella suoralla, (rajoitettujen) postulaattien III kiytté koh-
dan 5.1 mukaan osoittaa, etti mittaviiva E sisiltid d4rettdmin monta
pistettd C = C,, Cy, ..., C,, ..., jotka vuorotellen sijaitsevat kah-
della L:n suuntaisella suoralla L; ja L,. Samaan tapaan kuin tapauk-
sissa |c| > 1. todistetaan, ettd mittaviiva E yhtyy niihin suoriin, joi-
den yhtild yll3 kdytetyssa koordinaatistossa K, on y? = 1.

Niin méiriteltyd metrisoitua affiinia tasoa nimitimme kohdassa
5.4 esitettdvan fysikaalisen tulkinnan perusteella Galilei-jirjestelmdiksi.

5.3. Ortogonaalijirjestelmiit

Affiinin transformaation avulla méidritelldan Ky:n lisiksi orfonor-
moitujen Koordinaatistojen luokka (K), jossa Q siilyttid invariantin
muodon @ — y2 Siirrymme siis jirjestelmiisti K, uutcen jirjestel-
méin K muunnoksella

Xx=uoax+ By, y =yx + oy.

Jotta Q siind sdilyttdisi muodon y2, tulee olla

(5.3) X=4x+py,y==+y,

missi vakio f ji4 mielivaltaiseksi.

5.4. Jirjestelmin fysikaalinen tulkinta

Samoin kuin hyperbolisessa tapauksessa (|¢| > 1), tulkitsemme nyt
peruskisitteet »piste», »suoran, »insidenssi», »jirjestys» fysikaaliscsti
(4.13). Metriikka on tapauksessa |c| = 1 madritelty toisin, ja orto-
normoidut koordinaatistot poikkeavat sen vuoksi Galilei-jarjestel-
missd vastaavista Lorentz-Minkowskin koordinaatistoista. Jos kaa-
voissa (5. 3) otamme +-merkin ja merkitsemme f = —v, saamme

(&) X=x—vy, y=y.

Kun x téssd tulkitaan »tapauksen» eli »pisteen» paikan koordinaa-
tiksi, y sen ajan koordinaatiksi, (G) on Galilei-muunnos, joka klassilli-

94



sessa, Newtonin fysiikan'_ kinematiikassa vélitta4 siirtymisen jirjestel-
mistd K toiseen jirjestelmidin K, joka liikkuu K:n suhteen tasaisella

nopeudella v.
Jalkimmdiinen yhtilsé (G) lausuu, ettid ajan koordinaatti tilldin on

invariantti: klassillisen fysiikan ajan kdsite on absoluutti.
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IIT AFFIINI GEOMETRIA JA
PROJEKTIIVI GEOMETRIA

1. Dualiteetin periaate

Luvussa I huomautettiin jo, ettd kolmesta ensimmadisestd insidenssi-

_ aksiomista kaksi, 1. 1 jaI. 2 ovat keskendin dualisie. Jos niissi vaihde-
taan perusoliot »piste» ja »suora» keskendin, aksiomipari jad koko-
naisuudessaan muuttumattomaksi: sen kaksi aksiomia vain vaihtaa
paikkaa.

Tithd symmetriaa affiini geometria ei kauttaaltaan noudata, silld
kolmannelta insidenssiaksiomilta puuttuu sen dualivastine. Lausuuhan
aksiomi I. 3, ettd kahta pistettd vastaa tdsmélleen yksi niiden kautta
kulkeva suora. Sitd vastoin kahta suoraa ei aina vastaa yhteinen insi-
dentti piste. MyShempi insidenssiaksiomi I.4, parallecliaksiomi,
piinvastoin lausuu, ettd on suoria, joilla ei ole yhteisii pisteita.

Tat3 insidenssijarjestelméin asymmetriaa voi pitdéd puutteena. Kuten
lukuisissa muissa matemaattisissa opeissa herdd kysymys, voidaanko
ko. puute poistaa permanenssin periaatetta noudattamalla, ottamalla
kéytantdon uusia »ideaalielementtejix.

Kuten aikaisemmin jo esitettiin, permanenssiperiaate sisiltdd sen,
ettd puutteellinen jarjestelmi tdydennetddn ottamalla kaytintdon
pienin méira uusia alkioita, joka riittdd ko. puutteen korjaamiseksi.
Tami vaatimus yleensd voidaan toteuttaa vain yhdella tavalla. Niin
on myds, kun affiinigeometriaa pyritdin tiydentim#iin siten ettd
dualiperiaate toteutuu.

2. Ideaalipisteet ja suorat

Miten siis affiini insidenssijarjestelmd, joka toteuttaa nelja insidenssi-
aksiomia I. 1—4, on tiydennettiva, jotta dualiperiaate astuisi voi-
maan?
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Jotta aksiomin I.3 dualilause (»kahdella eri suoralla on yksi
(ja vain yksi) insidentti, yhteinen piste») olisi voimassa, on kahdella
yhdensuuntaisella suoralla L, ja L, oleva yhteinen piste. Téallaiseen
suorapariin liitetdin siis uusi »ideaalipiste», joka miaritelladn insi-
dentiksi nédiden suorien kanssa.

Jos nyt suora L, joka ei yhdy suoriin L,, L,, on néiden suorien
suuntainen, on niilld kummallakin oleva piste yhteisend L4:n kanssa.
Permanenssiperiaatteeseen sisiltyvin minimivaatimuksen nojalla so-
vitaan siitd, ettd keskendln yhdensuuntaisten suorien ideaalipisteet
yhtyvit.

Siti vastoin kahden erisuuntaisen, toisensa leikkaavan suoran
ideaalipisteet on katsottava toisistaan erillisiksi. Silld muuten suorilla
olisi leikkauspisteen lisdksi tuo ideaalipiste toisena yhteisend pisteend,
ja koska permanenssiperiaatteen mukaan aksiomin I. 3 tulee vallita
ideaalipisteisiinkin nidhden, yhtyisivét suorat L, ja L,, vastoin oletusta.

Samansuuntaisten suorien joukkoihin liitetdan siis kddntden yksi-
kdsitteisesti ideaalipisteet (joita luonnollisesta syysti on tapana ni-
mittid my6s »ddrettdman kaukaisiksi»).

Myb6s suoriin nihden on suoritettava tdydennys. Aksiomin I.3
siilyminen vaatii, ettd kahden ideaalipisteen kautta kulkee suora.
Tami ehto toteutuu minimiperiaatteen mukaisesti, jos suorien jouk-
koon lisitidn yksi ideaalisuora, joka madritelldiin insidentiksi ideaali-
pisteiden (ja vain ndiden) kanssa.

3. Projektiivi insidenssigeometria

Nain muodostuu projektiivin geometrian jarjestelmi. Siind ei lainkaan
esiinny suorien yhdensuuntaisuutta. Desargues’n aksiomi L. 5 tulee
nyt, affiinissa asemassa olevien kolmioiden asemesta koskemaan kol-
mioiden »perspektiivisyyttd». Se kuuluu:

»Jos kolmioiden ABC ja A’B’'C’ kirkien yhdistysjanat 44, BB,
CC’ leikkaavat toisensa samassa pisteessd, niin suorien 4B ja A'B’,
BC ja B'C’, AC ja A'C’ leikkauspisteet ovat samalla suoralla.»
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4. Jirjestyksen suhde

Jos piste B affiinin geometrian mielessd on pisteiden 4 ja C valissd, niin
suoran ABC ideaalipiste D ja piste B muodostavat pisteparin, joka
»erottaay toisistaan pisteet A ja C. Siirryttiesséd affiinista geometriasta
projektiiviin jarjestelmain, on jarjestyksen suhdc 1I muutcttava seu-
raavaksi:

Jokaista pisteparia 4, B (A4 # B) vastaa pisteparien {C, D} joukko
(joiden sanotaan »erottavan» pisteet 4, B toisistaan).

Témén subteen oletetaan (dyttavan erditd jarjestyksen aksiomeja,

jotka helposti ndhtdvillg tavalla johdetaan affiinin geometrian aksio-
meista II. Puuttumatta lihemmin tdhidn kysymykseen huomautamme
vain, etti projektiivin tason suora on suljettu viiva (kuten esim. eukli-
disen tason ympyriviiva). Silli voidaan kiinnittii kaksi vastakkaista
kiertosuuntaa. Niin ei ole koko projektiivin tason laita. Tdmé on suun-
nistumaton pinta: jos pisteen P ympiristssi kiinnitetdin tietty kierto-
suunta, niin timi suunta, kun siti jatkuvasti seurataan, P-pistcen kul-
kiessa suoran L, muuttuu vastakkaiseksi, P:n suoritettua tayden kier-
roksen suljetulla viivalla L.

5. Prejektiivin tason malti

Havainnollisen mallin M, joka seclventida projektiivin tason ominai-
suuksia, saa seuraavasta euklidisen tason kuviosta.

Olkoon Y euklidisen geometrian suljettu ympyré-alue (jonka siis
muodostavat ympyrin sisi- ja reunapisteet). Projektiivi malli M muo-
dostuu tulkitsemalla:

1) »Piste» sama kuin Y:n piste P. Kaksi »pistettd» on identtist, sil-
loin kun ne (euklidisessd mielessd) ovat identtisid, seuraavalla lisdyk-
selli: Kaksi Y:n kehdn pistcttd P, ja P,, jotka ovat diametraalisia, s.0.
saman (Y-ympyrin) halkaisijan padtepistein, samaistetaan mallissa M.

2) »Suora» on a) ympyrissi Y kulkeva (euklidinen) ympyréinkaari,
joka leikkaa Y:n kehdn kahdessa diametraalisessa pisteessd; b) Y-
ympyrin kehi.

Edelld olemme lyhyesti esittineet, miten affiini geometria perma-
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nenssin periaatteen nojalla voidaan tiydentid projektiiviksi geomet-
riaksi. Affiineja aksiomeja vastaa projektiivin geometrian dualinen ak-
siomijarjestelma.

Tamén viimeksi mainitun aksiomijirjestelmin nojalla voidaan af-
finista geometriasta riippumattakin kehittdd projektiivi tasogeomet-
ria. Ka#ntéen: jos projektiivista tasosta poistetaan mielivaltainen suo-
ra pisteineen, siitd muodostuu affiini taso, jossa poistettu suora seka
sen pisteet vastaavat tason »adrettdman kaukaisia» perusalkioita.
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